
KMI/DISK1 - Sb́ırka úloh

Tento text je určen student̊um informatických obor̊u na Univerzitě Palackého
v Olomouci. Jedná se pouze o doplňuj́ıćı materiál k učebńımu textu Diskrétńı struk-
tury 1 (dále DISK1) a v žádném př́ıpadě nem̊uže být použit jako náhrada uvedeného
textu.

Informace ke kurzu:

• Během semestru jsou povoleny 3 absence na cvičeńı.

• Během semestru se budou psát 2 zápočtové ṕısemky (zpravidla jedna v 6. týdnu a
druhá ve 12. týdnu). Z každé zápočtové ṕısemky je možné źıskat maximálně 100 bod̊u,
k zápočtu je nutné źıskat alespoň 120 bod̊u v součtu z obou ṕısemek a z každé
ṕısemky alespoň 50 bod̊u. Každý student bude mı́t možnost si jakoukoliv ṕısemku
opravit v posledńım týdnu semestru, přičemž se do hodnoceńı bude poč́ıtat ṕısemka, ve
které student dosáhne vyšš́ıho bodového zisku.

• Materiál DISK1 nalezente na osobńıch stránkách doc. Kolař́ıka.

Posledńı změna: 28. listopadu 2023.
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1 Indukce

Dokažte matematickou indukćı následuj́ıćı tvrzeńı:

• (T1) 1 + 2 + ....+ n = n(n+1)
2 ,

• (T2) 6
n − 1 je č́ıslo dělitelné 5,

• (T3) 3
n − 1 je sudé č́ıslo,

•
(1) pro n = 1 zjevně plat́ı

(2) indukčńı krok:

2 | 3n+1 − 1

3n+1 − 1 = 2x, pro x ∈ N

3n · 3− 1 = 2x

3n · 3− 1− 2 + 2 = 2x

3n · 3− 3 + 2 = 2x

3(3n − 1) + 2 = 2x

V posledńım řádku můžeme využ́ıt indukčńı předpoklad a tedy v́ıme, že výraz v
závorce je sudé č́ıslo. Pokud sudé č́ıslo vynásob́ıme 3, dostaneme zase sudé č́ıslo a
následným přičteńım č́ısla 2 nám z̊ustane stále sudé č́ıslo. T́ım je d̊ukaz hotov.

• (T4) n! > 3n pro n ≥ 7,

•
(1) pro n = 7 :

7! = 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 = 5040 > 37 = 2187 plat́ı

(2) indukčńı krok (pro n ≥ 7):

(n+ 1)! > 3n+1

(n+ 1) · n! > 3n · 3

Z posledńıho řádku už platnost vztahu plyne jednoduše. Z předpokladu opět v́ıme, že
n! > 3n a jelikož pracujeme s n ≥ 7, tak (n+ 1) > 3 a tedy nerovnice je vždy platná.

• (T5) 1
2 + 22 + 32 + ...+ n2 = n(n+1)(2n+1)

6 ,

•
(1) pro n = 1 plat́ı

(2) indukčńı krok:

12 + 22 + 32 + ...+ n2 + (n+ 1)2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 1) + 1)

6

Využijeme předpokladu a uprav́ıme levou stranu:

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 =

(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 1) + 1)

6
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2n3 + n2 + 2n2 + n

6
+ (n+ 1)2 =

(n2 + 3n+ 2)(2n+ 3)

6

2n3 + n2 + 2n2 + n+ 6n2 + 12n+ 6

6
=

2n3 + 3n2 + 6n2 + 9n+ 4n+ 6

6

2n3 + 9n2 + 13n+ 6

6
=

2n3 + 9n2 + 13n+ 6

6

Posledńı rovnice zjeně plat́ı. T́ım je d̊ukaz hotov.

• (T6) 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2,

•
(1) pro n = 1 plat́ı

(2) indukčńı krok:

1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) + (2(n+ 1)− 1) = (n+ 1)2

Využijeme indukčńıho předokladu a uprav́ıme výraz.

n2 + (2n+ 1) = n2 + 2n+ 1

Což zjevně plat́ı.
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2 Základy logiky

2.1 Základńı pojmy

• Výrok je tvrzeńı, u kterého má smysl uvažovat o jeho pravdivosti.

– Prš́ı. - Je výrokem

– Červené kolo. - Neńı výrokem

• Logika má symbolický charakter - odhĺıž́ıme od obsahu a výroky zapisujeme pomoćı
výrokových symbol̊u (p,q,r,...).

• Výroky můžeme spojovat pomoćı logických spojek (viz. Obrázek 1) do složených výrok̊u.

– Prš́ı. - Atomický výrok.

– Pokud prš́ı, pak jsou silnice mokré. - Složený výrok.

• Pravdivost formuĺı je určena pravdivost́ı daných výrok̊u a vyhodnoceńım pravdivostńıch
funkćı daných výrokových spojek.

Obrázek 1: Základńı logické spojky.

4



2.2 Vyhodnoceńı pravdivosti výroku

V následuj́ıćım textu budeme zapisovat stejně symboly logických spojek a jejich
pravdivostńı funkce. Čtenář by měl být schopen poznat z kontextu, jestli se jedná
o symbol nebo o funkci.

Je-li dán výrok V v přirozeném jazyce a máme-li určit jeho pravdivostńı hodnotu, postupujeme
následovně:

1. Urč́ıme atomické výroky V1, V2, ..., Vn, ze kterých se V skládá.

2. Urč́ıme pravdivostńı hodnoty e(V1), e(V2), ..., e(Vn) atomických výrok̊u V1, ..., Vn. Hodnoty
e(Vi) jsou součást́ı zadáńı nebo je zjist́ıme nebo je známe.

3. Výrok V zaṕı̌seme v symbolické podobě, dostaneme např. V1 ∧ (V2 → V3).

4. Je-li V atomický výrok, pak ||V ||e = e(V ).

5. Je-li V složený výrok, tj. má jeden z tvar̊u ¬V1, V1 ∧ V2, V1 ∨ V2, V1 =⇒ V2, V1 ↔ V2, pak
jeho pravdivostńı hodnotu urč́ıme podle pravidel:

(a) ||¬V1||e = ¬||V1||e,
(b) ||V1 ∧ V2||e = ||V1||e ∧ ||V2||e,
(c) ||V1 ∨ V2||e = ||V1||e ∨ ||V2||e,
(d) ||V1 → V2||e = ||V1||e =⇒ ||V2||e,
(e) ||V1 ↔ V2||e = ||V1||e ↔ ||V2||e.

Př́ıklady na vyhodnocováńı pravdivostńıch hodnot výrok̊u

2.2.1 Zapǐste symbolicky následuj́ıćı výrokové formule a vyhodnot’te jejich
pravdivost

1. Č́ıslo 10 je prvoč́ıslo.

(a) Symbolicky: V1.

(b) Dle bodu 4 je hodnota rovna ||V1 ||e = 0 (nepravda).

2. Neńı pravda že, č́ıslo 10 je prvoč́ıslo. / Č́ıslo 10 neńı prvoč́ıslo.

(a) Symbolicky: ¬V2.
(b) Dle bodu 5 je hodnota rovna ¬||V2||e = 1

3. X je prvoč́ıslo a zároveň X je sudé. - Ověřte pravdivost pro X=1,2,5,8.

(a) Symbolicky: V2 ∧ V3.

(b) Ve tvaru konjunkce z bodu 5, tud́ıž hodnota je určena ||V2||e ∧ ||V3||e.

4. X je menš́ı než Y nebo X je prvoč́ıslo. - Ověřte pravdivost pro X=5, Y=2 / X=3, Y=7.

(a) Symbolicky: V4 ∨ V2.

(b) Podobně jako v 3b.

5. Jestliže X je menš́ı než 2, pak X je menš́ı než 4. - Plat́ı pro každé reálné X?

6. X je menš́ı než 2, právě když X je menš́ı než 4. - Plat́ı pro každé reálné X? Ověřte pravdivost
pro X=1 / X=5 / X=3.
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2.3 Př́ıklad

Jsou dány tři atomické výroky:

S: Sv́ıt́ı Slunce.
D: Na obloze je duha.
P: Prš́ı.

Následuj́ıćı složené výroky přepǐste z přirozeného jazyka do symbolické formy:

1. Neprš́ı a sv́ıt́ı Slunce.

• ¬P ∧ S

2. Pokud nesv́ıt́ı Slunce, pak na obloze neńı duha.

• ¬S → ¬D

3. Neńı pravda, že je na obloze duha a zároveň neprš́ı.

• ¬(D ∧ ¬P)

4. Na obloze neńı duha právě tehdy, když prš́ı nebo sv́ıt́ı Slunce.

• ¬D ↔ (P ∨ S)

5. Pokud nesv́ıt́ı Slunce a zároveň je na obloze duha, pak neprš́ı.

• (¬S ∧ D) → ¬P

6. Sv́ıt́ı Slunce a na obloze neńı duha, nebo prš́ı a na obloze je duha.

• (S ∧ ¬D) ∨ (P ∧ D)
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2.4 Pravdivost výrok̊u s kvantifikátory

• Výroková forma - výrok, který obsahuje proměnné.

• Všeobecný kvantifikátor - znač́ıme ∀.

• Existenčńı kvantifikátor - znač́ıme ∃.

• Dávejte si pozor na pořad́ı kvantifikátor̊u ve výroku!

• Úplné formy (ÚF) výrok̊u vznikaj́ı dle následuj́ıćıch pravidel:

– ∀: ”Pro každé x plat́ı, že jestliže P (x), pak V (x)”.

– ∃: ”Existuje x tak, že P (x) a V (x).”

2.4.1 Následuj́ıćı výrokové formy (a) převed’te do textové formy a
(b) vyhodnot’te jejich pravdivost:

1. (∀x ∈ R) x2 > 0

(a) (ÚF) Pro každé x plat́ı, že pokud x je reálné, pak x2 > 0. (Zkrácená forma: Pro každé
reálné č́ıslo x plat́ı x2 > 0.

(b) Neńı pravda pro x = 0.

2. (∀x ∈ R) (∃y ∈ R) x + y = 1

(a) Pro každé reálné č́ıslo x existuje reálné č́ıslo y takové, že plat́ı x+ y = 1.

(b) Je pravda.

3. (∃y ∈ R) (∀x ∈ R) x + y = 1

(a) Existuje reálné č́ıslo y takové, že pro každé reálné č́ıslo x plat́ı x+ y = 1.

(b) Neńı pravda.

4. ∀x (x je čtverec ⇒ x je obdelńık)

(a) Pro každé x plat́ı, že jestliže x je čtverec, pak x je obdélńık.

(b) Je pravda.

5. ∀x ∀y ∈ R (x < y ⇒ x2 < y2)

(a) Pro každá dvě reálná č́ısla x a y plat́ı, že pokud x je ostře menš́ı než y, pak x2 je
ostře menš́ı než y2.

(b) Neńı pravda: stač́ı vhodně zvolit x záporné a y kladné.

6. ∃x (x je prvoč́ıslo ∧ x je sudé č́ıslo).

7. ∃x ∃y (x2 + y2 = 2xy)
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2.4.2 Doplněńım vhodných kvantifikátor̊u před proměnné utvořte z uvedených
výrokových forem pravdivé výroky

1. Pro reálné č́ıslo x plat́ı x2 + 1 > 0. [2 řešeńı]

(a) Pro každé reálné č́ıslo x plat́ı x2 + 1 > 0.

• ÚF - Pro každé x plat́ı, že jestliže je x reálné, pak x2 + 1 > 0.

(b) Existuje reálné č́ıslo x takové, že x2 + 1 > 0.

• ÚF - Existuje x takové, že x je reálné a zároveň x2 + 1 > 0.

2. Pro č́ısla x, y plat́ı x2 + y2 = 0

(a) Existuje reálné č́ıslo x a reálné č́ıslo y, pro které plat́ı x2 + y2 = 0.

• ÚF - Existuje x tak, že x je reálné a zároveň existuje y tak, že y je reálné a plat́ı
x2 + y2 = 0.

3. Pro č́ısla x, y plat́ı, že pokud x je prvoč́ıslo pak x ∗ y je prvoč́ıslo.

4. Pro č́ıslo x plat́ı |x| = −x.
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2.5 Negace výrok̊u

Negaćı výroku T by měl vzniknout nový výrok N tak, že pro každé ohodnoceńı e plat́ı
||T ||e = 1 právě když ||N ||e = 0.

1. Negace atomického výroku – přidáńım neńı pravda, že. . . př́ıpadně vhodná změna formy
výroku (např. změna slovesa je za sloveso neńı, atp.)

2. Negace všeobecného kvantifikátoru = existenčńı kvantifikátor (promyslete).

3. Negace existenčńıho kvantifikátoru = všeobecný kvantifikátor (promyslete).

4. Negace konjunkce = ¬A ∨ ¬B (dle tabulky)

A B A ∧ B ¬A ∨ ¬B
1 1 1 0

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 0 1

5. Negace disjunkce = ¬A ∧ ¬B

A B A ∨ B ¬A ∧ ¬B
1 1 1 0

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 0 1

6. Negace implikace = A ∧ ¬B

A B A ⇒ B A ∧ ¬B
1 1 1 0

1 0 0 1

0 1 1 0

0 0 1 0

7. Negace ekvivalence = (A ∧ ¬B) ∨ (B ∧ ¬A) (ověřte)
Nápověda: A ⇔ B je zkratkou za (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
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2.6 (a) Zjistěte pravdivost následuj́ıćıch výrok̊u a (b) utvořte
jejich negace

1. Pro každé přirozené č́ıslo x plat́ı, že x je dělitelné pěti.

(a) Neńı pravda.

(b) Existuje přirozené č́ıslo x takové, že x neńı dělitelné pěti.

2. Každé celé č́ıslo je racionálńı.

(a) Pravda.

(b) Existuje alespoň jedno celé č́ıslo, které neńı racionálńı.

3. Každé č́ıslo dělitelné č́ıslem 48 je dělitelné č́ısly 2 a 3.

(a) Pravda.

(b) Existuje č́ıslo dělitelné č́ıslem 48, které neńı dělitelné č́ıslem 2 nebo neńı dělitelné
č́ıslem 3.

• Symbolický zápis p̊uvodńıho výroku (bez kvantifikátoru): V1 → (V2∧V3) (zd̊uvodněte).
• Negace (využijeme pravidel odvozených výše - ověřte):

¬[V1 → (V2 ∧ V3)] = V1 ∧ ¬(V2 ∧ V3) = V1 ∧ (¬V2 ∨ ¬V3)

• Všeobecný kvantifikátor se negaćı změńı na existenčńı.

• Podle znegovaného výrazu vytvoř́ıme textovou podobu negovaného výroku (viz.
výše)

4. Součet každých dvou celých č́ısel neńı roven 0.

(a) Nepravda.

(b) Existuje alespoň jedna dvojice celých č́ısel, jejichž součet je roven 0.

5. Existuj́ı alespoň dvě př́ımky v rovině, které nejsou rovnoběžné.

(a) Pravda.

(b) Pro každé dvě př́ımky v rovině plat́ı, že jsou rovnoběžné.

6. Každé celé č́ıslo je sudé nebo liché.

(a) Pravda.

(b) Existuje celé č́ıslo, které neńı sudé a zároveň neńı liché.

7. Druhá mocnina každého reálného č́ısla je větš́ı než 0.

(a) Nepravda.

(b) Existuje reálné č́ıslo, jehož druhá mocnina neńı větš́ı než 0.

8. V následuj́ıćım souboru dat je nejv́ıce 10 položek.

9. Pokud venku prš́ı a je pod nulou, pak venku vzniká námraza.

10. Každý mnohoúhelńık má alespoň tři úhly.

11. Na zasedáńı přǐslo právě 40 člen̊u.

12. Existuje prvoč́ıslo x takové, že x + 2 je prvoč́ıslo.
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3 Výroková logika

Pro řešeńı př́ıklad̊u z následuj́ıćı kapitoly je nutná znalost ńıže uvedených pojmů:

• Jazyk výrokové logiky - viz. Definice 1.7 [DISK1]

• Formule jazyka výrokové logiky - viz. Definice 1.8 [DISK1]

• Pravdivostńı ohodnoceńı - viz. Definice 1.11 [DISK1]

• Pravdivostńı hodnota formule - viz. Definice 1.13 [DISK1]

• O formuli φ řekneme, že je splnitelná, právě když existuje alespoň jedno pravdivostńı
ohodnoceńı e takové, že ||φ||e = 1.

• Formule φ se nazývá tautologie, právě když pro každé ohodnoceńı e plat́ı ||φ||e = 1.

• Formuli φ se nazývá kontradikce, právě když pro každé ohodnoceńı e plat́ı ||φ||e = 0.

• Formule φ sémanticky vyplývá z množiny formuĺı T, jestliže φ je pravdivá pro každé
ohodnoceńı, pro které je pravdivá každá formule z T.

• Formule φ a formule ψ se nazývaj́ı sémanticky ekvivalentńı, právě když φ sémanticky
vyplývá z ψ a zároveň ψ sémanticky vyplývá z φ.

• Mějme množinu V výrokových symbol̊u.

– Literál je libovolný výrokový symbol z V nebo jeho negace.

– Úplná elementárńı konjunkce (ÚEK) vznikne konjunkćı literál̊u, kde se každý symbol
z V vyskytuje právě v jednom literálu.

– Úplná elementárńı disjunkce (ÚED) vznikne disjunkćı literál̊u, kde se každý symbol
z V vyskytuje právě v jednom literálu.

– Úplná konjunktivńı normálńı forma (ÚKNF) vznikne konjunkćı úplných elementárńıch
disjunkćı nad V.

– Úplná disjunktivńı normálńı forma (ÚDNF) vznikne disjunkćı úplných elementárńıch
konjunkćı nad V.

– Detailńı popis tvorby ÚKNF a ÚDNF najdete v materiálech [DISK1].
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3.1 Tabulková metoda

Tabulková metoda slouž́ı k ověřováńı pravdivosti výrokových formuĺı pro r̊uzná ohodnoceńı jejich
výrokových symbol̊u.

3.1.1 Pro následuj́ıćı výrokové formule tabulkovou metodou ověřte, zda se jedná
o tautologie

1. (p→ q) ↔ (¬q → ¬p)

2. ¬([(p→ q) ∧ ¬q] → ¬p)

3. [(p ∧ s) → ¬q] ∨ ¬s

4. p→ ¬p (Nejprve zkuste odhadnout a zd̊uvodněte vaše rozhodnut́ı.)

5. q → q (Nejprve zkuste odhadnout a zd̊uvodněte vaše rozhodnut́ı.)

6. (¬p ∨ q) ∨ [p ∧ (¬r ↔ q)]

Řešeńı

1. φ = (p→ q) ↔ (¬q → ¬p)

p q (p→ q) ¬q → ¬p φ

0 0 1 1 1

1 0 0 0 1

0 1 1 1 1

1 1 1 1 1

Závěr: Výroková formule φ je tautologíı.

2. φ = ¬([(p→ q) ∧ ¬q] → ¬p)

p q (p→ q) (p→ q) ∧ ¬q ¬p φ

0 0 1 1 1 0

0 1 1 0 1 0

1 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0

Závěr: Výroková formule φ neńı tautologíı (je kontradikćı).
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3. [(p ∧ s) → ¬q] ∨ ¬s

p q s p ∧ s ¬q (p ∧ s) → ¬q φ

0 0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1 1

1 1 0 0 0 1 1

1 0 1 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 0 0 0

Závěr: Výroková formule φ neńı tautologíı (je splnitelná).
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3.1.2 Pomoćı tabulkové metody ověřte, zda jsou formule φ a ψ
sémanticky ekvivalentńı

1. φ = ¬(p ∧ q); ψ = ¬p ∨ ¬q

p q ¬p ¬q p ∧ q φ ψ

1 1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 1 1

0 1 1 0 0 1 1

0 0 1 1 0 1 1

Závěr: Formule φ a ψ jsou sémanticky ekvivalentńı.

Zápis: ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q

2. φ = p → q ; ψ = ¬q → ¬p

3. φ = p → q ; ψ = ¬p → q

4. φ = p ∧ (q ∨ r); ψ = (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

3.1.3 Pomoćı tabulkové metody ověřte, zda formule φ sémanticky
vyplývá z dané množiny formuĺı T

1. T = {p → q ;¬q} , φ = ¬p

p q ¬p ¬q p → q

1 1 0 0 1

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1

0 0 1 1 1

Závěr: φ sémanticky plyne z T.

Zápis: T |= φ

2. T = {p → q ;¬q → p;¬r} , φ = q

Závěr: φ sémanticky plyne z T.

3. T = {q ↔ ¬p;¬q → ¬r ; p ∨ r} , φ = r → ¬p

Závěr: φ sémanticky plyne z T.

4. T = {p→ ¬q; q;¬(((p→ ¬q) ∨ r) ↔ (r ∧ ¬q))}

(a) φ = r ∧ ¬q, (NE)

(b) φ = r, (NE)

(c) φ = (p→ ¬q) ∨ r (ANO).

3.2 Pro každou dvojici formuĺı φ a ψ (kde φ ̸= ψ) z množiny A ověřte, zda
φ |= ψ

A = {¬(p ∨ q); p ∧ q; q ∨ ¬q;¬(p↔ q);¬p→ ¬q}
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3.3 Tvorba úplné konjunktivńı/disjunktivńı normálńı formy

3.3.1 Převed’te následuj́ıćı formule do ÚKNF a ÚDNF

1. φ = (b ∨ ¬c) → (a ∧ ¬b)

a b c b ∨ ¬c a ∧ ¬b φ ÚED/ÚEK

0 0 0 1 0 0 a ∨ b ∨ c
0 1 0 1 0 0 a ∨ ¬b ∨ c
1 0 0 1 1 1 a ∧ ¬b ∧ ¬c
0 0 1 0 0 1 ¬a ∧ ¬b ∧ c
1 1 0 1 0 0 ¬a ∨ ¬b ∨ c
1 0 1 0 1 1 a ∧ ¬b ∧ c
0 1 1 1 0 0 a ∨ ¬b ∨ ¬c
1 1 1 1 0 0 ¬a ∨ ¬b ∨ ¬c

ÚKNF - (a ∨ b ∨ c) ∧ (a ∨ ¬b ∨ c) ∧ (¬a ∨ ¬b ∨ c) ∧ (a ∨ ¬b ∨ ¬c) ∧ (¬a ∨ ¬b ∨ ¬c)
ÚDNF - (a ∧ ¬b ∧ ¬c) ∨ (¬a ∧ ¬b ∧ c) ∨ (a ∧ ¬b ∧ c)

Jsou uvedené formule (ÚKNF, ÚDNF) sémanticky ekvivalentńı s formuĺı φ? Zd̊uvodněte.

2. φ = ¬p ∧ (q → ¬p)

3. φ = (¬q → ¬p) → (p → q)

4. φ = ¬((¬p→ ¬q) ∧ ¬r)

5. φ = ((p↔ ¬q) ∧ (¬r ∧ p)) → (p ∨ ¬r)

15



4 Množiny

Ke studiu kapitoly je nutná znalost následuj́ıćıch pojmů:

• Pojem množina je matematických protěǰskem běžně použ́ıvaných pojmů soubor, seskupeńı,
apod. Jedná se o objekt, který obsahuje jiné objekty, tzv. prvky množiny. V množině
nezálež́ı na pořad́ı prvk̊u.

• Potenčńı množina na množině X je množinou všech podmnožin X a znač́ıme ji 2X .

• Význačné č́ıselné množiny: N,Z,Q, I,R,C.

• Př́ı práci s množinami často uvažujeme nějaké univerzum a pracujeme pouze s podmnožinami
daného univerza. Univerzum tedy představuje všechny prvky, které se v daných podmnožinách
mohou vyskytovat. Doplňkem množiny X nazveme množinu U \ X a znač́ıme ji X, tedy
X = U \X.

• Prázdná množina je množina, která neobsahuje žádný prvek.

• Množina X je podmnožinou množiny Y (zn. X ⊆ Y ), právě když plat́ı následuj́ıćı impli-
kace:

∀x ∈ U plat́ı: pokud x ∈ X, pak x ∈ Y

• Množina X je vlastńı podmnožinou množiny Y (zn. X ⊂ Y ), právě když X ⊆ Y a zároveň
X ̸= Y .

• Daľśı d̊uležité pojmy a jejich definice naleznete v kapitole 2.2 v materiálu DISK1.

4.1 Zapǐste následuj́ıćı množiny výčtem prvk̊u

1. A = {x ∈ N | x ≤ 7}

• Řešeńı: A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

2. B = {x ∈ Z | x ≥ −5 ∧ x < 4}

3. C = {x | x je prvoč́ıslo ∧ x je sudé}

4. C2 = {x | x je prvoč́ıslo ∨ x je sudé} (stač́ı vhodně okomentovat)

5. D = {y ∈ Z | 2y + 2 = 5}

6. E = {x ∈ N | x ≥ −5 ∧ x < 4}

7. Pro X = {{a, b} , c, d} nalezněte 2X .

8. Pro X = ∅ nalezněte 2X .

9. Pro Z = {∅, {∅}, {{∅}}} nalezněte 2Z .
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4.2 Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı

1. Množina X = {0, 1, {2, 3}, 3, 2, 0, {1, {2, 3}}} obsahuje 6 prvk̊u.

2. Množina X = {1, 3, ∅, {∅}, {}} obsahuje 5 prvk̊u.

3. {1, 5, 5, 2, 3, 6, 1} = {1, 2, 2, 6, 5, 3, 3}

• Řešeńı: Ano.

4. N ⊆ R

• Řešeńı: Ano.

5. N ⊆ Z

6. Z ⊆ I

7. I ⊆ C

8. {...,−8,−4, 0, 4, 8, ...} ⊆ {...,−4,−2, 0, 2, 4, ...}

9. {a, c, d} ⊂ {a, c, d, d}

10. {x je prvoč́ıslo ∨ x je liché} ⊂ {3, 5, 7, 9, 11, ...}

11. {x je prvoč́ıslo ∧ x je liché} ⊂ {3, 5, 7, 9, 11, ...}

12. Pro každé X plat́ı ∅ ⊆ X .

13. Pro každé X plat́ı ∅ ⊂ X .

14. {0} ⊆ ∅

15. {∅} ⊆ ∅

16. ∅ ⊆ ∅
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4.3 Př́ıklady na operace s množinami

1. Jsou dány následuj́ıćı množinyA= {a, b, c, {c, d} , e, f, h} a B= {c, d, f, h} . Zapǐste výsledky
následuj́ıćıch operaćı: A ∩B,B ∪A,A \B,B \A.

• A ∩B = {c, f, h}
• B ∪A = {a, b, c, {c, d} , d, e, f, h}
• A \B = {a, b, {c, d} , e}
• B \A = {d}

2. Jsou dány následuj́ıćı množinyX = {x ∈ Z | x ≥ −6 ∧ x < 2} a Y = {y ∈ Z | y > −1 ∧ y < 10} .
Zapǐste výsledky následuj́ıćıch operaćı: X ∩ Y,X \ Y, Y \X,X ∪ Y.

3. Nalezněte množiny A, B, pro které plat́ı následuj́ıćı vztahy:
A ∩B = {x, y, z}, B ∪A = {s, t, u, v, w, x, y, z}, A \B = {s, t, w}, B \A = {u, v}

4. Jsou dány následuj́ıćı množiny:
X = {x ∈ R | (x ≥ −9 ∧ x < 5) ∨ (x > 5 ∧ x ≤ 7)}
Y = {y ∈ R | − 1 ≤ y ≤ 6}
Z = {z ∈ R | 0 ≤ z < 5} .

Zapǐste intervalově výsledky následuj́ıćıch operaćı:

(a) X ∩Y = ⟨−1; 5) ∪ (5; 6⟩
(b) Y ∩ Z

(c) Z ∩X ∩Y

(d) (X ∪ Z ) ∩Y

(e) X

(f) X \ Z
(g) Z \X

5. Na oboru R jsou definovány intervaly A = (−∞;−1⟩, B = (-3;3), C = ⟨1, 10⟩. Zapǐste
výsledky množinových operaćı:

(a) A ∪ B

(b) A ∩ C

(c) B

(d) (A ∪ C ) ∩ B

(e) B \ C

6. Najděte množiny A,B,C, pro které plat́ı všechny uvedené podmı́nky:

• A ∩ C = {2}
• A ∩B = {2, {7}, 11}
• A ∩B ∩ C = B ∩ C = {11, {7}}
• A ∪B = {{1, 3, 5}, 2, {3}, {3, 7}, {7}, 11, 12, 19}
• C ∪B = {1, 2, 5, {1, 3, 5}, {3, 7}, {3}, 7, {7}, 11, 12, 19}
• B \ C = {2, {3, 7}, {3}, 12}
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Nápověda: Zkuste si nakreslit Vennovy diagramy

7. Pomoćı Vennových diagramů vyřešte následuj́ıćı problémy:

(a) Ve městě Vidlákov byly za posledńı měśıc uspořádány tři koncerty. Prvńı koncert
měla skupina B, druhý skupina A a třet́ı měl zpěvák C. Na skupinu B přǐslo 1221
občan̊u města, na skupinu A 785 občan̊u a na zpěváka C 613 občan̊u. Ani na jeden
koncert se nešlo pod́ıvat 104 občan̊u. Všechny tři koncerty navšt́ıvilo 198 občan̊u. Na
koncert skupiny B a zároveň na skupinu A přǐslo 267 občan̊u, na skupinu B a zároveň
na zpěváka C 399 občan̊u. Na skupinu A a zároveň na zpěváka C přǐslo 255 občan̊u.

i. Kolik občan̊u města přǐslo pouze na skupinu B?

ii. Kolik občan̊u města přǐslo pouze na skupinu A?

iii. Kolik občan̊u přǐslo alespoň na dva koncerty?

iv. Kolik občan̊u žije ve městě Vidlákov?

(b) Dle pr̊uzkumu ve firmě hovoř́ı 70 % zaměstnanc̊u anglicky a 60 % zaměstnanc̊u
německy, přičemž 15 % zaměstnanc̊u nemluv́ı ani jedńım z těchto jazyk̊u. Určete,
kolik zaměstnanc̊u hovoř́ı oběma jazyky.
Řešeńı: 45 %

(c) V pr̊uzkumu bylo tázáno 700 student̊u na jejich sportovńı záliby. Bylo zjǐstěno následuj́ıćı:
48 % student̊u sleduje sport A; 53 % sleduje sport B; 57 % sport C; 27 % student̊u
sleduje sporty A i B; 28 % sport B i C; 30 % C i A; 18 % student̊u sleduje sporty A,
B i C. Odpovězte na následuj́ıćı otázky:

i. Kolik student̊u nesleduje žádný sport?

ii. Vyjádřete poměrem, kolik student̊u sleduje pouze sport A ku těm, kteř́ı sleduj́ı
pouze sport B.

iii. Kolik student̊u sleduje pouze jeden sport?

iv. Kolik student̊u sleduje alespoň 2 sporty?

v. Kolik student̊u sleduje sporty B nebo C, ale nesleduje sport A?

(d) Při sociologickém výzkumu bylo zjǐstěno, že v okresńım městě Jindřich̊uv Hradec ze
400 respondent̊u sympatizuje 40 procent s politickým programem strany Modrých a
strany Žlutých. Přitom se stranou Modrých sympatizuje o 160 respondent̊u v́ıce než se
stranou Žlutých a neexistuje respondent, který by nesympatizoval se stranou Modrých
nebo Žlutých. Kolik procent respondent̊u sympatizuje pouze se stranou Žlutých?

(e) Z 825 oslovených osob 380 uvedlo, že použ́ıvá poč́ıtač pouze doma nebo v zaměstnáńı.
Počet osob, které použ́ıvaj́ı poč́ıtač doma, je dvakrát větš́ı než počet těch, kteř́ı
použ́ıvaj́ı poč́ıtač doma i v zaměstnáńı. Počet osob, které použ́ıvaj́ı poč́ıtač doma,
je také o 40 menš́ı než počet těch, kteř́ı použ́ıvaj́ı poč́ıtač pouze v zaměstnáńı. Kolik
oslovených osob použ́ıvá poč́ıtač pouze v zaměstnáńı?
Řešeńı: 210 osob pouze v zaměstnáńı (85 osob pouze doma)

(f) Organizátor výstavy
”
Stav́ım, stav́ı̌s, stav́ıme“ rozdělil expozici do dvou část́ı. Protože

ho zaj́ımala reakce návštěvńık̊u výstavy, vyplnil každý návštěvńık při odchodu jed-
noduchý dotazńık. Vyplynuly z něj tyto zajimavé skutečnosti:

• 96 % návštěvńık̊u, kterým se ĺıbila prvńı část, se ĺıbila i druhá část

• 60 % návštěvńık̊u, kterým se ĺıbila druhá část, se ĺıbila i prvńı část

• 59 % návštěvńık̊u, se neĺıbila ani prvńı ani druhá část

Kolika procent̊um návštěvńık̊u se ĺıbila prvńı část?
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Řešeńı:

i. Označme si množinu účastńık̊u prvńı výstavy jako A, množinu účastńık̊u
druhé výstavy jako B a množinu všech účastńık̊u jako U . (Uvád́ım zde početńı
řešeńı - opravdu to můžeme takhle řešit, protože velikosti množin nejsou nic
jiného než nezáporná celá č́ısla.)

ii. 96 % návštěvńık̊u, kterým se ĺıbila prvńı část, se ĺıbila i druhá část - tato
informace nám ř́ıká, že

0.96 · |A| = |A ∩B|
iii. 60 % návštěvńık̊u, kterým se ĺıbila druhá část, se ĺıbila i prvńı část - tato

informace nám ř́ıká, že
0.6 · |B| = |B ∩A|

iv. 59 % návštěvńık̊u, se neĺıbila ani prvńı ani druhá část - tato informace nám
ř́ıká, že

|U | = |A ∪B|+ 0.59 = 1

|A ∪B| = 1− 0.59 = 0.41

v. Informace (ii) a (iii) nám dohromady uvád́ı, že

0.96 · |A| = 0.6 · |B|

a tedy

|B| = 0.96 · |A|
0.6

vi. Ćılem je zjistit
|A| =?

vii. Nejprve je třeba si uvědomit, že (nakreslete si Vennovy diagramy)

|A| = |A ∪B| − 0.4 · |B| = 0.41− 0.4 · |B|

využit́ım (v) uprav́ıme

|A| = 0.41− 0.4 · 0.96
0.6

· |A|

|A| = 0.41− 0.64 · |A|
1.64 · |A| = 0.41

|A| = 0.25

viii. Odpověd́ı tedy je, že 25 % návštěvńık̊u se ĺıbila prvńı část výstavy.

(g) Při jednáńı poslanecké směmovny byl proveden pr̊uzkum pracovńıho vyt́ıžeńı př́ıtomných
poslanc̊u. Bylo zjǐstěno, že kromě sledováńı pr̊uběhu projednáváńı zákona poslanci
st́ıhaj́ı č́ıst noviny, telefonovat a hrát hry na notebooku. Noviny čte 34 poslanc̊u, tele-
fonuje jich 36 a na notebooku hraje 38. Žádnou z těchto činnost́ı nevykonává a jednáńı
sleduji 35 poslanc̊u. Pouze dva poslanci pak st́ıhaj́ı všechny činnosti najednou. Čte a
zároveň telefonuje 6 poslanc̊u a 3 poslanci zároveň čtou a hraj́ı hry. Telefonuje nebo
hraje hry 65 poslanc̊u. Určete, kolik poslanc̊u:

i. pouze telefonuje,

ii. hraje hry nebo čte,

iii. dokáže vyokoávat alespoň dvě uvedené činnosti najednou,

iv. je př́ıtomno v poslanecké sněmovně na jednáńı?
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4.4 Relace

• Kartézský součin - viz. definice 2.11 [DISK1].

• Relace je libovolná podmnožina kartézského součinu.

• Relaci R na X nazveme plnou relaćı, právě když R = X ×X.

• Relaci R na X nazveme prázdnou relaćı, právě když R = ∅.

• Relaci R na X nazveme relaćı identity, právě když R = {⟨x, x⟩ | pro každé x ∈ X}.

• Inverzńı relaćı k relaci R ⊆ X × Y je relace R−1 mezi Y a X definovaná předpisem
R−1 = {⟨y, x⟩ | ⟨x, y⟩ ∈ R}.

• Relaci můžeme reprezentovat množinově (výčtem prvk̊u), matićı nebo grafem - viz. sekce
2.3.4 [DISK1].

• U relaćı rozhodujeme zda plat́ı mj. následuj́ıćı základńı vlastnosti:

– Reflexivita - Relace R na X je reflexivńı, právě když

{⟨x, x⟩ | pro každé x ∈ X} ⊆ R.

– Symetrie - Relace R na X je symetrická, právě když

∀x, y ∈ Xplat́ı: pokud ⟨x, y⟩ ∈ R,pak ⟨y, x⟩ ∈ R.

– Tranzitivita - Relace R na X je tranzitivńı, právě když

∀x, y, z ∈ Xplat́ı: pokud ⟨x, y⟩ ∈ R ∧ ⟨y, z⟩ ∈ R,pak ⟨x, z⟩ ∈ R.

– Antisymetrie - Relace R na X je antisymetrická, právě když

∀x, y ∈ Xplat́ı: pokud ⟨x, y⟩ ∈ R ∧ ⟨y, x⟩ ∈ R,pak x = y.

• Zobrazeńı - viz. definice 2.27 [DISK1].

• Z definice plyne, že množina všech zobrazeńı je podmnožinou množiny všech relaćı, tj.
každé zobrazeńı je relaćı, ale ne naopak.

• Vlastnosti zobrazeńı:

– Zobrazeńı je injektivńı (prosté) právě když, pro každé x1, x2 ∈ X plat́ı, že pokud
x1 ̸= x2 pak f(x1) ̸= f(x2).

– Zobrazeńı je surjektivńı právě když, pro každé y ∈ Y existuje x ∈ X tak, že f(x) = y.

– Zobrazeńı je bijektivńı právě když je injektivńı a surjektivńı.
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4.5 Př́ıklady na relace

1. Jsou dány množiny A = {{a} , b}, B = {{a, b} , a, b}. Zapǐste výčtem prvk̊u následuj́ıćı
binárńı relace:

(a) A×B

Řešeńı: A×B = {⟨{a}, {a, b}⟩ , ⟨{a}, a⟩ , ⟨{a}, b⟩ , ⟨b, {a, b}⟩ , ⟨b, a⟩ , ⟨b, b⟩}
(b) B ×A

(c) (A×B) ∩ (B ×A)

2. Jsou dány množiny X = {1, 2, 3, 4}, Y = {a, b, c}. Určete, které z následuj́ıćıch množin
tvoř́ı binárńı relace mezi množinami X a Y:

(a) R1 = {⟨1, a⟩ ; ⟨1, b⟩ ; ⟨1, c⟩ ; ⟨2, a⟩ ; ⟨2, b⟩ ; ⟨2, c⟩ ; ⟨3, a⟩ ; ⟨3, b⟩ ; ⟨3, c⟩ ;
⟨4, a⟩ ; ⟨4, b⟩ ; ⟨4, c⟩}
Řešeńı: Ano.

(b) R2 = {⟨a, 2⟩ ; ⟨a, 3⟩ ; ⟨a, 4⟩}
Řešeńı: Ne.

(c) R3 = ∅
(d) R4 = {∅}
(e) R5 = {⟨1, b⟩ ; ⟨2, b⟩ ; ⟨3, b⟩ ; ⟨4, b⟩ ; ⟨5, b⟩}

3. Zapǐste jako binárńı relaci vztah dělitelnosti na množině X = {2, ..., 10}.

4. Necht’ A = {{a} , b, c} a B = {a, b, {c, b}}. Určete (B ×A) ∩ (A×B).

5. Necht’ A = 2X pro X = {1, 2, 3} a definujme relaci R jako relaci
”
být podmnožinou“, tj.

X R Y právě když X je podmnožinou Y . Nalezněte relaci R na A.

6. Jsou dány relace R a S na množině A = {a, b, c} následovně:
R = {⟨a, a⟩ , ⟨a, c⟩ , ⟨b, a⟩ , ⟨c, b⟩}, S = {⟨a, b⟩ , ⟨b, c⟩ , ⟨c, c⟩}. Nalezněte relaci S−1 ◦R−1.

7. Necht’ A = {a, b, c, d, e}. Na množině A definujme binárńı relaci R následovně:
R = {⟨a, a⟩ , ⟨a, b⟩ , ⟨a, c⟩ , ⟨c, a⟩ , ⟨d, c⟩ , ⟨b, e⟩}. Znázorněte relaci R orientovaným grafem a
určete výčtem prvk̊u relaci R ◦R.

8. Mezi množinami A = {x, y, z}, B = {1, 2, 3} jsou dány relace:
R = {⟨x, 1⟩ , ⟨x, 3⟩ , ⟨y, 2⟩ , ⟨y, 3⟩ , ⟨z, 2⟩}, S = {⟨x, 3⟩ , ⟨y, 2⟩ , ⟨z, 1⟩ , ⟨z, 3⟩}. Znázorněte re-
lace pomoćı matic MR, MS a dále vytvořte následuj́ıćı matice:

(a) MR∪S

(b) MR∩S

(c) MR−S

(d) MS−R

(e) MR−1

(f) MR−1◦S
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4.6 Př́ıklady na vlastnosti relaćı

1. Necht’ X = {0, 1, 2, 3}, na X máme definovanou relaci R následovně:
R = {⟨0, 0⟩ , ⟨1, 1⟩ , ⟨1, 2⟩ , ⟨1, 3⟩ , ⟨2, 1⟩ , ⟨2, 2⟩ , ⟨2, 3⟩ , ⟨3, 2⟩ , ⟨3, 3⟩}. Zapǐste relaci ve formě
tabulky a grafu a následně určete, zda je relace reflexivńı, tranzitivńı, symetrická, antisy-
metrická.

Řešeńı: Vytvoř́ıme tabulku a do ńı si vyznač́ıme, které prvky jsou spolu v relaci:

R 0 1 2 3

0 X
1 X X X
2 X X X
3 X X

Vytvoř́ıme orientovaný graf, znázorňuj́ıćı uvedenou relaci:

0

1

2

3

Podle obrázk̊u můžeme jednoduše ověřit vlastnosti relace:

Tabulka:

• Reflexivita je v tabulce znázorněna kř́ıžky na hlavńı diagonále.

• Symetrie plat́ı, právě když je tabulka osově souměrná dle hlavńı diagonály.

• Relace je tranzitivńı, právě když pro dané řádky určené prvky x a y plat́ı, že
pokud ⟨x, y⟩ ∈ R, pak každý kř́ıžek v řádku y muśı být rovněž obsažen v řádku
x. Ověřte.

• Relace je antisymetrická, právě když každé dva r̊uzné kř́ıžky nejsou souměrné
dle hlavńı diagonály. Ověřte.

Graf: promyslete.

2. Necht’ X = {a, b, c, d}, na X máme definovanou relaci R následovně:
R = {⟨a, c⟩ , ⟨a, d⟩ , ⟨c, d⟩ , ⟨b, b⟩ , ⟨a, b⟩ , ⟨d, d⟩ , ⟨d, b⟩ ⟨a, a⟩, ⟨c, c⟩}. Zapǐste relaci ve formě ta-
bulky a grafu a následně určete, zda je relace reflexivńı, tranzitivńı, symetrická, antisyme-
trická.

3. Pro následuj́ıćı binárńı relace rozhodněte, zda jsou reflexivńı, symetrické, antisymetrické,
tranzitivńı:

(a) R = {⟨1, 2⟩ , ⟨1, 1⟩ , ⟨2, 3⟩ , ⟨4, 4⟩ , ⟨3, 1⟩ , ⟨2, 2⟩} ⊆ {1, 2, 3, 4} × {1, 2, 3, 4}
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(b) Nápověda: Pro jednodušš́ı ověřováńı vlastnost́ı si zkuste relaci vyjádřit ve formě
grafu.

(c) S = {⟨1, 3⟩ , ⟨1, 6⟩ , ⟨5, 3⟩ , ⟨1, 1⟩ , ⟨2, 5⟩ , ⟨2, 2⟩ , ⟨4, 3⟩ , ⟨5, 5⟩ , ⟨3, 5⟩ , ⟨4, 4⟩ , ⟨3, 1⟩ , ⟨1, 5⟩ ,
⟨3, 3⟩ , ⟨3, 6⟩ , ⟨3, 4⟩ , ⟨6, 6⟩ , ⟨6, 1⟩ , ⟨4, 5⟩ , ⟨5, 2⟩} ⊆ {1, 2, 3, 4, 5, 6} × {1, 2, 3, 4, 5, 6}
Řešeńı: Vyjádř́ıme relaci ve formě grafu:

1

2

3

4

5

6

Ověř́ıme vlastnosti:
Reflexivita: U každého uzlu grafu muśı být př́ıtomna smyčka. - PLATÍ
Symetrie: NEPLATÍ - Chyb́ı např́ıklad relace ⟨5, 2⟩.
Antisymetrie: NEPLATÍ - Existuje např́ıklad relace ⟨1, 6⟩ a ⟨6, 1⟩, ale 6 ̸= 1.
Tranzitivita: NEPLATÍ - Máme např́ıklad relace ⟨2, 5⟩ a ⟨5, 3⟩, ale chyb́ı relace
⟨2, 3⟩.

(d) Určeme A jako množinu všech lid́ı a relaci R na A definovanou vztahem
”
být rodičem“

(poč́ıtáme i prarodiče, atd.).

• REF: Neplat́ı (Určitě neńı každý člověk sám sobě rodičem).

• SYM: Neplat́ı (Pokud je X rodičem Y , pak nemůže být Y rodičem X).

• ANTISYM: Plat́ı (zd̊uvodněte!).

• TRA: Plat́ı (Pokud X je rodičem Y a zároveň Y je rodičem Z, pak X je rodičem
(prarodičem) Z.

(e) Určeme A jako množinu celých č́ısel a relaci R tak, že i R j právě když |i− j| = 1.

(f) Určeme A jako množinu celých č́ısel a relaci R tak, že i R j právě když |i− j| ≤ n
pro dané kladné č́ıslo n.
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4. Které z výše uvedených vlastnost́ı maj́ı následuj́ıćı binárńı relace na množině přirozených
č́ısel?

(a) m R n právě když m|n;
Řešeńı: Relace je reflexivńı (R), tranzitivńı (T) a antisymetrická (A). Neńı symet-

rická (S).

(b) m R n právě když m+ n ≥ 50;

Řešeńı: Je (S).

(c) m R n právě když m ∗ n je sudé;

Řešeńı: Je (S).

(d) m R n právě když m+ n je násobek č́ısla 3;

Řešeńı: Je (S).

(e) m R n právě když m > n.

Řešeńı: Je (T), (A).

5. Na množině N = {a, b, c} vytvořte binárńı relace tak, aby splňovaly následuj́ıćı podmı́nky:

(a) R1 neńı reflexivńı, neńı symetrická, neńı antisymetrická, neńı tranzitivńı;

(b) R2 je reflexivńı, je symetrická, neńı antisymetrická, je tranzitivńı;

(c) R3 neńı reflexivńı, je symetrická, je antisymetrická, neńı tranzitivńı;

(d) R4 neńı reflexivńı, neńı symetrická, je antisymetrická, je tranzitivńı;

(e) R5 je reflexivńı, je symetrická, je antisymetrická, je tranzitivńı.

4.7 Př́ıklady na zobrazeńı

1. Následuj́ıćı relace mezi množinami X = {1, 2, 3, 4, 5} a Y = {1, 2, 3, 4, 5} znázorněte gra-
ficky a rozhodněte, zda se jedná o zobrazeńı. Pokud ano, rozhodněte, zda je injektivńı nebo
surjektivńı (př́ıpadně bijektivńı):

(a) A = {⟨1, 2⟩ , ⟨2, 3⟩ , ⟨3, 4⟩ , ⟨4, 5⟩ , ⟨5, 1⟩}
Relace je bijektivńım zobrazeńı.

(b) B = {⟨1, 2⟩ , ⟨3, 4⟩ , ⟨4, 5⟩ , ⟨5, 1⟩}
Relace neńı zobrazeńı (je parciálńı zobrazeńı).

(c) C = {⟨1, 2⟩ , ⟨2, 3⟩ , ⟨3, 4⟩ , ⟨4, 5⟩ , ⟨5, 4⟩}
Relace je zobrazeńı (neńı surjektivńı ani injektivńı).
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(d) D = {⟨1, 5⟩ , ⟨2, 5⟩ , ⟨3, 4⟩ , ⟨4, 5⟩ , ⟨1, 3⟩, ⟨5, 2⟩}
Znázorńıme relaci graficky:

5

4

3

2

1

5

4

3

2

1

Relace neńı zobrazeńım, protože bod 1 je vzorem prvk̊u 3 a 5.

2. Pro následuj́ıćı relace rozhodněte, zda se jedná o zobrazeńı. Pokud je relace zobrazeńım,
rozhodněte, zda je injektivńı, surjektivńı př́ıpadně bijektivńı:

(a) R1 =
{
⟨x, y⟩ nálež́ı do X × Y | x2 + y2 = 1

}
. X = [−1, 1], Y = R.

Neńı zobrazeńım.

(b) R2 = {⟨a, c⟩ , ⟨b, a⟩ , ⟨c, b⟩}. X = {a, b, c}, Y = {a, b, c, d}.
(c) R3 =

{
⟨x, y⟩ nálež́ı do X × Y | x = y2

}
pro X = Y = R.

3. Určete, které z následuj́ıćıch relaćı mezi množinami X a Y ve tvaru
Ri = {⟨x, y⟩ ∈ X × Y } jsou zobrazeńı z X do Y . V kladném př́ıpadě určete, zda se jedná
o zobrazeńı injektivńı, surjektivńı, popř. bijektivńı:

(a) X je množina jmen v českém kalendáři, Y je množina občan̊u ČR. R1 je množina
dvojic ve tvaru ⟨křestńı jméno, občan⟩, kde občan y je nositelem křestńıho jména x.

Řešeńı: Neńı zobrazeńı. Zd̊uvodněte.

(b) X je množina student̊u zapsaných na tomto předmětu, Y je množina rodných č́ısel
těchto student̊u. R2 je množina dvojic ve tvaru ⟨student, jeho rodné č́ıslo⟩.
Řešeńı: Je zobrazeńı. Je injektivńı, protože žádné rodné č́ıslo neńı společné pro 2 a

v́ıce student̊u. Je surjektivńı. Platily by stejné vlastnosti, kdyby Y byla množina
rodných č́ısel všech lid́ı v ČR?

(c) R3 = {⟨a, a⟩ , ⟨b, c⟩ , ⟨c, d⟩ , ⟨d, a⟩}, X = Y = {a, b, c, d}
(d) R4 = {⟨a, b⟩ , ⟨b, b⟩ , ⟨b, c⟩ , ⟨c, c⟩ , ⟨d, d⟩}, X = Y = {a, b, c, d}
(e) X = N, Y = N, R5 je množina dvojic ve tvaru ⟨x, y⟩, kde x+ 1 = y.

(f) X = Z, Y = N, R6 je množina dvojic ve tvaru ⟨x, y⟩, kde x = y.

4. Existuje takové složené zobrazeńı g ◦h, které je bijektivńı a zároveň g neńı surjektivńı a h
neńı injektivńı? Co muśı platit pro množiny, mezi kterými tato zobrazeńı vytvář́ıme?
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5. Pro množiny A = {a, b, c, d, e}, C = {1, 2, 3, 4, 5, 6} najděte zobrazeńı f , g a množinu B,
pro které plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:

• f je injektivńım zobrazeńım z A do B;

• g je surjektivńım zobrazeńım z B do C;

• f ◦ g = {⟨a, 3⟩, ⟨b, 2⟩, ⟨c, 4⟩, ⟨d, 3⟩, ⟨e, 1⟩} je zobrazeńım z A do C.
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5 Uspořádáńı, ekvivalence a rozklady

Pro zvládnut́ı kapitoly je nutná znalost následuj́ıćıch pojmů:

• Relaci E nazveme relaćı ekvivalence právě když je reflexivńı, symetrická a
tranzitivńı.

• Pro prvek x ∈ X se množina

[x]E = {y ∈ X| ⟨x, y⟩ ∈ E}

nazývá tř́ıda ekvivalence určená prvkem x.

• Necht’ X je neprázdná množina. Rozklad Π na množině X je systém
podmnožin množiny X, tj. Π ⊆ 2X , splňuj́ıćı:

1. každá A ∈ Π je neprázdná;

2. pro každé A,B ∈ Π : pokud A ̸= B, pak A ∩B = ∅;
3.

⋃
A∈ΠA = X.

• Množiny A ∈ Π se nazývaj́ı tř́ıdy rozkladu Π.

• Je-li E ekvivalence na X, pak systém

ΠE = {[x]E | x ∈ X}

je rozkladem na X (tzv. rozklad indukovaný ekvivalenćı E).

• Je-li Π rozklad na X, pak binárńı relace EΠ na X definovaná

⟨x, y⟩ ∈ EΠ,právě když [x]Π = [y]Π

je ekvivalence na X (tzv. ekvivalence indukovaná rozkladem Π).

• Plat́ı E = EΠE
a Π = ΠEΠ

.

• Relaci R nazveme uspořádáńı právě když je reflexivńı, tranzitivńı a
antisymetrická.

– Relaci uspořádáńı často znač́ıme dvoj́ıćı ⟨X,≤⟩ - tj. množina X je uspořádána relaćı
≤.

– Skutečnost, že ⟨a, b⟩ ∈ ≤ běžně znač́ıme v infixové notaci a ≤ b.

• Prvek x je pokrytý prvkem y vzhledem k uspořádáńı ≤ na X, ṕı̌seme x ≺ y, právě když

– x ≤ y a zároveň

– pro každé z plat́ı: když x ≤ z ≤ y pak z = x nebo z = y.

• Hasseovy diagramy [DISK1].

• Pro uspořádanou množinu ⟨X,≤⟩ nazveme prvek x

– minimálńı, jestliže pro každý y ∈ X plat́ı: pokud y ≤ x, pak x = y,

– nejmenš́ı, jestliže x ≤ y pro každý y ∈ X,

– maximálńı, jestliže pro každý y ∈ X plat́ı: pokud x ≤ y, pak x = y,
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– nejvěťśı, jestliže y ≤ x pro každý y ∈ X.

• Necht’ ⟨X,≤⟩ je uspořádaná množina a A ⊆ X. Definujeme

L(A) = {x ∈ X | x ≤ y plat́ı pro každé y ∈ A} (dolńı kužel množiny A),

U(A) = {x ∈ X | x ≥ y plat́ı pro každé y ∈ A} (horńı kužel množiny A).

• Necht’ ⟨X,≤⟩ je uspořádaná množina a A ⊆ X.

Má-li L(A) největš́ı prvek, nazývá se infimum množiny A; znač́ıme ho inf(A).

Má-li U(A) nejmenš́ı prvek, nazývá se supremum množiny A; znač́ıme ho sup(A).

• Libovolné uspořádáńı ⟨A,≤⟩ nazveme svazem, právě když pro každé dva prvky a, b ∈ A
existuje sup({a, b}) a inf({a, b}) v A.

• Svaz nazveme úplný, právě když pro každou podmnožinu B ⊆ A existuje sup(B) a inf(B)
v A.
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5.1 Ekvivalence a rozklady

1. Necht’ je dána množinaM = {1, 2, 3, 4} a na ńı jsou definovány následuj́ıćı relaceR1, R2, R3, R4.
Rozhodněte, zda se jedná o relace ekvivalence:

• R1 = {⟨1, 1⟩ , ⟨1, 2⟩ , ⟨2, 1⟩ , ⟨2, 2⟩ ⟨3, 3⟩ , ⟨4, 4⟩}
Nápověda: Stač́ı ověřit, zda je relace reflexńı, symetrická a

tranzitivńı.

• R2 = {⟨4, 4⟩ , ⟨1, 2⟩ , ⟨2, 1⟩}
• R3 = {⟨1, 2⟩ , ⟨2, 2⟩ , ⟨1, 1⟩ , ⟨2, 1⟩}
• R4 = {⟨1, 1⟩ , ⟨3, 4⟩ , ⟨2, 2⟩ , ⟨1, 2⟩ , ⟨2, 1⟩ , ⟨4, 4⟩ , ⟨3, 3⟩ , ⟨4, 3⟩}
• R5 = {⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨1, 3⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨2, 3⟩, ⟨3, 1⟩, ⟨2, 1⟩, ⟨3, 2⟩, ⟨4, 4⟩, ⟨3, 3⟩}

2. Na množině Z je definovaná relace R následovně:

m R n právě tehdy, když m − n je sudé, pro m,n ∈ Z.

Rozhodněte, zda je relace R relaćı ekvivalence.

Řešeńı: Jelikož pracujeme na množině celých č́ısel, plat́ı že ⟨m,n⟩ ∈ R právě když m a
n jsou současně obě sudá nebo obě lichá (ověřte!). Relace je reflexivńı, protože rozd́ıl
dvou stejných č́ısel je vždy roven 0. Je rovněž symetrická, protože rozd́ıl dvou sudých
(nebo lichých) č́ısel je vždy sudé č́ıslo nezávisle na tom, v jakém pořad́ı je odč́ıtáme.
Relace je i tranzitivńı, protože existuj́ı jen 2 možnosti, jak dané č́ısla složit:

Dle definice tranzitivity v́ıme, že pokud ⟨x, y⟩ ∈ R ∧ ⟨y, z⟩ ∈ R, pak muśı platit, že
⟨x, z⟩ ∈ R. Je tedy zřejmé, že bud’ budou č́ısla x, y, z všechna sudá, nebo všechna
lichá (zd̊uvodněte). Tranzitivita následně plyne triviálně.

3. Zjǐstěte, které z následuj́ıćıch binárńıch relaćı jsou relacemi ekvivalence:

(a) relace dělitelnosti na N;
(b) relace kongruence podle přirozeného modulu n na Z

(x, y ∈ Z, n ∈ N, x ≡ y ⇐⇒ ∃z ∈ Z; y − x = nz);

(c) relace kolmosti př́ımek v rovině;

(d) relace rovnoběžnosti př́ımek v rovině;

(e) relace množinové inkluze na potenčńı množině 2X množiny X

4. Pro následuj́ıćı systémy množin na X = {a, b, c, d} rozhodněte, zda se jedná o rozklady:

• Π = {{a, b, c, d}};
Řešeńı: Je rozkladem.

• Π = {{a, c}, {b}};
Řešeńı: Neńı rozkladem, protože neńı splněna podmı́nka (3)

z definice rozkladu.

• Π = {{a}, {b}, {c}, {d}};
• Π = {{a, c}, {b, d}};
• Π = {{a, c}, {b}, {c}, {d}};

Řešeńı: Neńı rozkladem, protože neńı splněna podmı́nka (2)
z definice rozkladu.
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• Π = {{a, b, c}, {d}, ∅}
Řešeńı: Neńı rozkladem, protože neńı splněna podmı́nka (1)

z definice rozkladu.

5. Doplňte relace definované na množině A = {1, 2, 3, 4} minimálńım počtem uspořádaných
dvojic tak, aby výsledná relace byla relaćı ekvivalence. Poté najděte jejich př́ıslušné roz-
klady.

(a) S1 = {⟨3, 4⟩ , ⟨4, 2⟩ ⟨2, 2⟩}
(b) S2 = {⟨1, 2⟩ , ⟨2, 3⟩ , ⟨3, 2⟩ , ⟨1, 3⟩ , ⟨3, 1⟩ , ⟨4, 4⟩ , ⟨2, 1⟩ , ⟨3, 3⟩}

Řešeńı:

E = S2 ∪ {⟨1, 1⟩ , ⟨2, 2⟩}
Nyńı najdeme tř́ıdy ekvivalence jednotlivých prvk̊u:

• [1]E = {1, 2, 3}
• [2]E = [3]E = [1]E

• [4]E = {4}
Výsledný rozklad: ΠE = {{1, 2, 3}, {4}}.
Zkuste naj́ıt ekvivalenci EΠE

př́ıslušnou k rozkladu ΠE .
Plat́ı EΠE

= E?

6. Pro následuj́ıćı rozklad Π na množině X = {a, b, c, d} najděte př́ıslušnou relaci ekvivalence:

Π = {{a, b}, {c}, {d}}.
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5.2 Uspořádáńı

1. Pro následuj́ıćı relace rozhodněte, zda se jedná o uspořádáńı. Pokud ano, rozhodněte, zda
je uspořádáńı lineárńı:

(a) R1 = ⟨N,≤⟩;
(b) R2 = ⟨N, |⟩;
(c) R3 =

〈
2X ,⊆

〉
pro X = {a, b, c};

(d) R4 = ⟨N,≤⟩, kde ≤ je relace definovaná jako ”být násobkem”.

2. Pro uspořádáńı z předchoźıho př́ıkladu nakreslete Hasseovy diagramy. Jak obecně vypadá
Hasse̊uv diagram lineárńıho uspořádáńı?

3. Necht’ B ⊆ N obsahuje všechna č́ısla, která děĺı č́ıslo 40 beze zbytku. Na B je definována
relace R jako uspořádáńı dle dělitelnosti, tj. ⟨a, b⟩ ∈ R právě když a|b. Nakreslete Hasse̊uv
diagram pro uvedenou relaci R.

4. Nakrselete Hasse̊uv diagram pro relaci dělitelnosti na množině A, která je dána následovně:

(a) A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8};
(b) A = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64};
(c) A = {2, 3, 4, 5, 6, 30, 60};
(d) A = {2, 4, 6, 12, 24, 36};
(e) A = {1, 2, 3, 5, 11, 13}.

5. Je dána relace ≈ na R2 následovně:

⟨a, b⟩ ≈ ⟨c, d⟩ právě když |ab| ≥ |cd|.

Ověřte, zda ≈ je relaćı uspořádáńı.

6. Dokažte, že pokud relace R je uspořádáńım, pak i relace R−1 je
uspořádáńım.

7. Uvažujme uspořádanou množinu (N, |). Rozhodněte, zda

(a) každá podmnožina N má supremum,

(b) každá konečná podmnožina N má supremum,

(c) každá neprázdná podmnožina N má infimum.

8. Na množině X = {1, 2, 3, 4, 6, 12} mějme dánu relaci uspořádáńı následovně:

R = {⟨1, 1⟩ , ⟨1, 2⟩ , ⟨1, 3⟩ , ⟨1, 4⟩ , ⟨1, 6⟩ , ⟨1, 12⟩ , ⟨2, 2⟩ , ⟨2, 4⟩ , ⟨2, 6⟩ , ⟨2, 12⟩ ,
⟨3, 3⟩ , ⟨3, 6⟩ , ⟨3, 12⟩ , ⟨4, 4⟩ , ⟨4, 12⟩ , ⟨6, 6⟩ , ⟨6, 12⟩ , ⟨12, 12⟩}.

Výčtem prvk̊u najděte odpov́ıdaj́ıćı relaci pokryt́ı a nakreslete Hasse̊uv diagram.

9. Na množině {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} mějme dánu relaci uspořádáńı:

R≤ = {⟨1, 1⟩ , ⟨1, 3⟩ , ⟨1, 4⟩ , ⟨1, 5⟩ , ⟨1, 7⟩ , ⟨2, 2⟩ , ⟨2, 6⟩ , ⟨3, 3⟩ , ⟨3, 7⟩ , ⟨4, 4⟩ ,
⟨4, 7⟩ , ⟨5, 5⟩ , ⟨5, 7⟩ , ⟨6, 6⟩ , ⟨7, 7⟩}

Výčtem prvk̊u určete odpov́ıdaj́ıćı relaci pokryt́ı R≺.
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10. Existuje pokryt́ı na množině R vzhledem k přirozenému uspořádáńı ≤?

11. K následuj́ıćım relaćım Ri, které jsou uspořádáńım na X = {x | ⟨x, x⟩ ∈ Ri} nakreslete
odpov́ıdaj́ıćı Hasseovy diagramy:

(a) R1 = {⟨a, a⟩ , ⟨b, b⟩ , ⟨c, c⟩};
(b) R2 = {⟨a, a⟩ , ⟨b, b⟩ , ⟨c, a⟩ , ⟨c, b⟩ , ⟨c, c⟩ , ⟨d, a⟩ , ⟨d, b⟩ , ⟨d, c⟩ , ⟨d, d⟩};
(c) R3 = {⟨a, a⟩ , ⟨b, a⟩ , ⟨b, b⟩ , ⟨c, a⟩ , ⟨c, b⟩ , ⟨c, c⟩};
(d) R4 = {⟨b, a⟩ , ⟨c, a⟩ , ⟨d, b⟩ , ⟨d, b⟩ , ⟨e, a⟩ , ⟨e, b⟩ , ⟨e, c⟩ , ⟨e, d⟩} ∪ Id{a,b,c,d,e};

Dále určete, které prvky jsou maximálńı (minimálńı), respektive největš́ı (nejmenš́ı). Určte
všechny nesrovnatelné prvky.

12. Pro Hasse̊uv diagram znázorněný na následuj́ıćım obrázku vyřešte úkoly (a) - (d):

(a) Určete dolńı kužely množin {g, h, e}, {g, i}, {k, j} a {l, j}.
(b) Určete horńı kužely množin {a, b, c}, {a, b}, {g, i} a {d, e}.
(c) Určete infima množin {d, l}, {e, g}, {g, h} a {i, h}.
(d) Určete suprema množin {i, j}, {e, g}, {f, g} a {i, h}.

13. Necht’ ≤ je běžné neostré uspořádáńı množiny přirozených č́ısel N.
Definujme relace ≺1 a ≺2 na N× N předpisem:

• ⟨s, t⟩ ≺1 ⟨u, v⟩, pokud s ≤ u a t ≤ v,

• ⟨s, t⟩ ≺2 ⟨u, v⟩, pokud s < u, nebo s = u a zároveň t ≤ v.

Dokažte, že ≺1 a ≺2 jsou uspořádáńı a že ≺2 je lineárńı uspořádáńı.
Nápověda: Poznamenejme, že ≺2 je známé lexikografické uspořádáńı (běžné ve slovńıćıch).

14. Které z těchto relaćı na množině N2 jsou uspořádáńı? Které z těchto uspořádáńı jsou
lineárńı?

(a) ≤1: ⟨a, b⟩ ≤1 ⟨c, d⟩ právě když a ≤ c a zároveň b ≤ d;

(b) ≤2: ⟨a, b⟩ ≤2 ⟨c, d⟩ právě když a ≤ c nebo b ≤ d;

(c) ≤3: ⟨a, b⟩ ≤3 ⟨c, d⟩ právě když a < c nebo (a = c a zároveň b ≤ d);

(d) ≤4: ⟨a, b⟩ ≤4 ⟨c, d⟩ právě když a ≤ c a zároveň b ≥ d.

15. Mějme relaci R na N×N takovou, že ⟨a, b⟩R ⟨c, d⟩ právě když min(a, b) ≤ min(c, d). Roz-
hodněte, zda R je uspořádáńı a jestli existuje minimálńı, nejmenǰśı, maximálńı a největš́ı
prvek. Dále rozhodněte, zda pro každou dvouprvkovou podmnožinu existuje supremum či
infimum.
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16. Zjistěte, zda existuje, a pokud ano, jaký nejmenš́ı počet prvk̊u muśı mı́t uspořádaná
množina M s danými vlastnostmi (pro každý bod zvlášt’).
Pokud existuje, uved’te př́ıklad, pokud ne, dokažte:

(a) M obsahuje dva maximálńı a dva minimálńı prvky.

(b) M obsahuje suprema všech svých podmnožin, ale existuje
podmnožina, která nemá infimum.

(c) M obsahuje dva největš́ı prvky.

(d) M obsahuje jeden minimálńı, ale žádný nejmenš́ı prvek.

17. Nalezněte všechny šestiprvkové (neizomorfńı) úplné svazy.

18. Necht’ pro ⟨A,≤⟩ plat́ı, že každá podmnožinaAmá supremum. Dokažte, že každá podmnožina
A má také infimum.

19. Označme Eq(X) množinu všech ekvivalenćı na množině X uspořádanou množinovou in-
kluźı.

(a) Nakreslete Hasse̊uv diagram pro Eq({1, 2, 3}).
(b) Dokažte, že Eq(X) je svaz.

20. Najděte supremum, infimum, maximálńı (největš́ı) a minimálńı (nejmenš́ı) prvky množiny
M :

(a) M = {n2, n ∈ N} na uspořádáńı ⟨N,≤⟩.
(b) M = R ∪ {∞,−∞}, pro ⟨R,≤⟩.
(c) M = R, pro ⟨R,≤⟩.
(d) M = Z− N, pro ⟨Z,≤⟩.
(e) M = {−1} ∪ (0, 5), pro ⟨R,≤⟩.

21. Rozhodněte, jaké prvky obecně odpov́ıdaj́ı supremu a infimu libovolné podmnožiny následuj́ıćıch
svazově uspořádaných množin:

(a)
〈
2X ,⊆

〉
.

Řešeńı: Infimum prvk̊u A,B odpov́ıdá jejich pr̊uniku A ∩B.
sup({A,B}) = A ∪B.

(b) ⟨N, |⟩.
(c) ⟨N,≤⟩.

22. Dokažte, že v konečném svazu vždy existuje největš́ı a nejmenš́ı prvek. Je každý konečný
svaz úplným svazem?

23. Mějme svaz (X,≺). Obrdž́ıme opět svaz, přidáme-li k (X,≺) nový největš́ı prvek 1′ a
nejmenš́ı prvek 0′?

24. Pro následuj́ıćı uspořádáńı rozhodněte, zda se jedná svaz. Pokud ano, rozhodněte, zda je
svaz úplný.

(a)
〈
2X ,⊆

〉
.

(b) ⟨N,≤⟩.
(c) ⟨N, |⟩.
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5.3 Svazy

Teorie:

• Uspořádaná množina ⟨X,≤⟩ se nazývá:

– svaz, pokud pro každou dvouprvkovou A ⊆ X existuje sup(A) a inf(A)

– úplný svaz, pokud pro každou A ⊆ X existuje sup(A) a inf(A)

• Pokud ⟨X,≤⟩ je svazem, pak X je svazově uspořádaná množina a inf a sup dvouprv-
kových množin znač́ıme:

– x ∧ y = inf({x, y})
– x ∨ y = sup({x, y})

Př́ıklady:

1. Pro následuj́ıćı Hasseovy diagramy rozhodněte, zda se jedná o svazy:

Je svazem uspořádáńı na jednoprvkové množině?

2. Ověřte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(a) Každá uspořádaná množina má alespoň 1 maximálńı prvek. (NE)

(b) Každá konečná uspořádaná množina je svazem. (NE)

(c) Ve svazu existuje vždy nejmenš́ı a největš́ı prvek. (NE)

(d) Každá konečná lineárně uspořádaná množina je úplným svazem. (ANO)

(e) Každá konečná uspořádaná množina má nejmenš́ı prvek, právě když na ńı existuje
právě jeden minimálńı prvek. (ANO - dokažte!)

(f) Každý konečný svaz je úplným svazem. (ANO)

(g) Existuje nekonečná uspořádaná množina, která je úplným svazem. (ANO)

(h) Každý konečný svaz má vždy největš́ı a nejmenš́ı prvek. (ANO)

(i) Necht’ X je svazově uspořádaná množina. Pro libovolnou podmnožinu A ⊆ X plat́ı:
inf(A) ≤ sup(A). (NE)
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3. Které z následuj́ıćıch svaz̊u jsou úplnými svazy?

(a) ⟨N,≤⟩ (NE)
(b) ⟨N ∪ {∞},≤⟩ (ANO)

(c) ⟨R,≤⟩ (NE)
(d) ⟨R ∪ {+∞,−∞},≤⟩ (ANO)

(e) ⟨{x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 100},≤⟩ (ANO)

(f) ⟨{x ∈ R | 0 ≤ x < 100},≤⟩ (NE)
(g) ⟨2X ,⊆⟩ pro libovolnou konečnou množinu X ̸= ∅ (ANO - čemu je rovno infimum a

supremum?)
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6 Teorie graf̊u

Teorie:

• Neorientovaný graf je dvojice G = ⟨V,E⟩, kde V je neprázdná množina tzv. vrchol̊u
(někdy také uzl̊u) a E ⊆ {{u, v} | u, v ∈ V, u ̸= v} je množina dvouprvkových množin
vrchol̊u, tzv. neorientovaných hran.

• Orientovaný graf je dvojice G = ⟨V,E⟩, kde V je neprázdná množina vrchol̊u(uzl̊u) a
E ⊆ V × V je množina uspořádaných dvojic vrchol̊u, tzv. orientovaných hran.

• Sled v grafu G = ⟨V,E⟩ je posloupnost

v0, e1, v1, e2, ..., en, vn,

kde vi ∈ V jsou vrcholy a ej ∈ E jsou hrany a plat́ı, že

– ei = {vi−1, vi} pro i = 1, ..., n, je-li G neorientovaný,

– ei = ⟨vi−1, vi⟩ pro i = 1, ..., n, je-li G orientovaný.

• Č́ıslo n nazveme délka sledu.

• Sled nazveme

– uzavřený, právě když v0 = vn,

– tah, právě když se žádná hrana neopakuje,

– cesta, právě když se neopakuje žádný vrchol,

– kružnice, právě když je uzavřeným tahem a kromě vrchol̊u v0 a vn jsou každé 2
vrcholy r̊uzné.

• Vzdálenost z vrcholu u do v nazveme délkou cesty z u do v, právě když je nejkratš́ı
možnou cestou z u do v.

• Graf nazveme souvislým, právě když existuje sled z každého vrcholu u do každého vrcholu
v.

• Hranové ohodnoceńı grafu ⟨V,E⟩ množinou hodnot D je funkce w : E → D.

• Vrcholové ohodnoceńı grafu ⟨V,E⟩ množinou hodnot D je funkce w : V → D.

• Kostra neorientovaného grafuG je jeho podgrafG′, který je stromem (neobsahuje kružnice)
a obsahuje všechny vrcholy grafu G.

• Minimálńı kostra grafu G je kostra, která má ze všech koster G′ = ⟨V ′, E′⟩ nejmenš́ı
hodnotu w(G′), kde

w(G′) =
∑

{u,v}∈E′

w({u, v})
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• Kruskal̊uv algoritmus na hledáńı minimálńı kostry:

• Dijkstr̊uv algoritmus na hledáńı nejkratš́ıch cest v grafu
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Př́ıklady:

1. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch posloupnost́ı vrchol̊u a hran (grafu ńıže) jsou sledy. U
všech sled̊u pak dále určete, zda se jedná o kružnice, tahy či cesty.

(a) v1, e1, v2, e4, v4, e8, v5, e5, v1;

(b) v3, e3, v5, e1, v6;

(c) v5, e8, v4;

(d) v2, e4, v4, e4, v2, e4, v4, e4, v2;

(e) v6, v4, e1;

(f) v5, e5, v1, e1, v2, e2, v3, e3, v4, e6, v6, e7, v5, e8, v4, e4, v2;

(g) v3, e4, e3;

(h) v2, e2, v3, e3, v4, e4, v2.

2. Nalezněte minimálńı kostru a nejkratš́ı cestu v grafu ke všem uzl̊um z uzlu S .
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3. Na následuj́ıćım grafu nalezněte minimálńı kostru a nejkratš́ı cestu ke všem uzl̊um z uzlu
C.

4. Na následuj́ıćım grafu nalezněte minimálńı kostru a nejkratš́ı cestu ke všem uzl̊um ze
zvýrazněného uzlu.

40



7 Kombinatorika a pravděpodobnost

7.1 Teorie

Ćılem lekce neńı naučeńı se vzorečk̊u, ale porozuměńı kombinatorickým úvahám!

• Pravidlo součtu - Lze-li úkol A provést m zp̊usoby a úkol B lze provést n zp̊usoby,
přičemž žádný z m zp̊usob̊u provedeńı A neńı totožný s žádným ze zp̊usob̊u provedeńı B,
pak lze provést úkol A nebo B právě m+ n zp̊usoby.

Př́ıklad: Deset žák̊u ve tř́ıdě jezd́ı do školy autobusem a 20 jich chod́ı pěšky, přičemž
žádný žák neuvedl obě možnosti najednou. Kolika zp̊usoby lze vybrat žáka, který
jezd́ı autobusem nebo chod́ı pěšky?

Odpověd’: 10+20

Doplňuj́ıćı otázka: Co kdyby 4 žáci uvedli, že jezd́ı autobusem i chod́ı pěšky? (26)

• Pravidlo součinu - Lze-li úkol C rozložit na po sobě jdoućı úlohy A a B (tj. provést
C znamená provést nejdř́ıve A a poté B) a lze-li A provést m zp̊usoby a B lze provést n
zp̊usoby, pak lze úkol C provést m ∗ n zp̊usoby.

Př́ıklad: Kolik prvk̊u má kartézský součin množin A a B?

Odpověd’: |A| · |B|

• Permutace n r̊uzných objekt̊u je libovolné seřazeńı těchto objekt̊u.

– Počet permutaćı n znač́ıme P(n).

– P (n) = n! - d̊ukaz součást́ı cvičeńı.

Př́ıklad: Kolika zp̊usoby lze uspořádat č́ıslice 123456789?

• Permutace s opakováńım je stručně libovolná uspořádaná k-tice z n prvk̊u, ve které se
každý z n prvk̊u vyskytuje alespoň jednou.

– Mějme tedy dáno n r̊uzných prvk̊u {p1, p2, p3, p4, . . . , pn} a pro každý prvek pi si
určeme počet výskyt̊u tohoto prvku - c(pi) ∈ N.

– Permutace s opakováńım je libovolné uspořád́ı těchto prvk̊u, ve kterém se každý prvek
pi vyskytuje právě c(pi)-krát

– Počet takových uspořádáńı je dán hodnotou P ′(n) = P (n)
c(p1)!·c(p2)!·····c(pn)!

– Př́ıklad: Kolika zp̊usoby lze uspořádat ṕısmena ve slově jednoplošńık? ( 12!
2!·2!)

• Variace - Je dáno n r̊uzných objekt̊u a č́ıslo k ≤ n. Variace k objekt̊u z n je libovolný
výběr k objekt̊u z n.

– Počet variaćı znač́ıme V (n, k).

– V (n, k) = n · (n− 1) · ... · (n− k + 1) = n!
(n−k)! - d̊ukaz součást́ı cvičeńı.

Př́ıklad: Kolik existuje r̊uzných pěticiferných č́ısel sestavených z č́ıslic {1, 2, 3, ..., 9}
za předpokladu, že se č́ıslice nemohou opakovat?

• Variace s opakováńım - znač́ıme V ′(n, k)

V ′(n, k) = nk - d̊ukaz součást́ı cvičeńı.
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• Kombinace k (objekt̊u) z n (objekt̊u) je libovolný výběr k objekt̊u z daných n objekt̊u,
ve kterém nezálež́ı na pořad́ı vyb́ıraných objekt̊u.

– Počet kombinaćı znač́ıme
(
n
r

)
.

–
(
n
k

)
= n!

(n−k)! k! - d̊ukaz součást́ı cvičeńı.

– Dokažte, že plat́ı
(
n
k

)
=

(
n

n−k

)
• Kombinace s opakováńım -

(
n
k

)′
(
n
k

)′
=

(
n+k−1
n−1

)
=

(
n+k−1

k

)
- d̊ukaz přeskoč́ıme.

Př́ıklad: Kolika zp̊usoby lze rozdělit 20 vstupenek mezi 10 lid́ı?

42



7.2 Př́ıklady

1. Na turnaj přijely 4 týmy. Kolik se bude hrát zápas̊u, jestliže každý tým bude hrát s každým
daľśım právě jeden zápas?

Řešeńı: Vyb́ıráme dvojici ze 4 týmů - nesmı́ se opakovat a nezálež́ı na pořad́ı - kombinace
bez opakováńı

(
4
2

)
.

2. Kolik r̊uzných šesticiferných č́ısel lze sestavit z č́ıslic 1,2,3?

Řešeńı: Určitě zálež́ı na pořad́ı a č́ıslice se mohou opakovat - variace s opakováńım V ′(3, 6)

3. Necht’ je dáno n výrokových symbol̊u. Kolika zp̊usoby je můžeme ohodnotit 0 nebo 1?

Řešeńı: 2n - variace s opakováńım

4. V cukrárně si lze objednat z deseti druh̊u zákusk̊u, přičemž od každého druhu má cukrárna
alespoň 20 kus̊u. Kolika zp̊usoby lze koupit

(a) 4 zákusky,

Řešeńı:
(
10
4

)′
- kombinace s opakováńım

(b) 4 r̊uzné zákusky?

Řešeńı:
(
10
4

)
- kombinace bez opakováńı

5. Kolik existuje r̊uzných kvádr̊u takových, že délka každé hrany (v cm) je přirozené č́ıslo z
množiny M = {5, 2, 6, 9, 15, 56}.

Řešeńı: Vyb́ıráme 3 ze 6 takovou, že se hodnoty mohou opakovat a nezálež́ı na pořad́ı
(zd̊uvodněte) - kombinace s opakováńım

6. Kolika zp̊usoby je možno na šachovnici s 64 poli vybrat tři pole tak, aby

(a) měla stejnou barvu?

Řešeńı: Vyb́ıráme trojici z 32 a na pořad́ı nám nezálež́ı - kombinace bez opakováńı.

(b) neležela všechna v jednom sloupci?

Řešeńı:
(
64
3

)
− 8 ·

(
8
3

)
7. Máme k dispozici množinu č́ıslic A = {0, 3, 4, 5, 6, 9}. Kolik r̊uzných čtyřciferných č́ısel

dělitelných pěti z nich lze vytvořit,

(a) mohou-li se cifry opakovat?

Řešeńı: 360

(b) nemohou-li se cifry opakovat?

Řešeńı: 108

8. Kolika r̊uznými zp̊usoby lze zamı́chat 32 karet?

9. Ve tř́ıdě je celkem 30 dět́ı a mezi nimi je jedna d́ıvka jménem Ema a jeden kluk jménem
Filip. Kolika zp̊usoby lze z této tř́ıdy vybrat 7 dět́ı tak, aby mezi vybranými

(a) byla Ema?

Řešeńı:
(
29
6

)
(b) nebyl Filip?
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Řešeńı:
(
29
7

)
(c) byla Ema i Filip?

(d) nebyla Ema ani Filip?

10. Kolik r̊uzných př́ımek určuje 10 bod̊u v rovině, pokud

(a) žádné tři body nelež́ı na jedné př́ımce?

Řešeńı: Za daných předpoklad̊u muśı každé 2 body určovat jinou př́ımku. Z toho
plyne, že vyb́ıráme 2 body z 10 takové, že nezálež́ı na pořad́ı -

(
10
2

)
.

(b) právě šest bod̊u lež́ı na jedné (stejné) př́ımce?

11. Kolik existuje č́ısel větš́ıch než 700 a menš́ıch než 40 000, v jejichž zápise se vyskytuj́ı
pouze cifry 2, 3, 4, 7, 8 a to každá nejvýše jednou?

12. Máme krabičku pro šest pastelek a v ńı žlutou, oranžovou, červenou, modrou, zelenou a
šedou. Kolika zp̊usoby lze pastelky

(a) dát do krabičky?

(b) dát do krabičky tak, aby modrá a zelená byly vedle sebe?

(c) dát do krabičky tak, aby oranžová byla na kraji?

(d) dát do krabičky tak, aby žlutá a červená byly vedle sebe a šedá byla na kraji?

13. Zkoušej́ıćı má připravených 20 př́ıklad̊u z aritmetiky a 30 z geometrie. Kolik má možnost́ı
sestaveńı r̊uzných zadáńı, pokud chce do ṕısemky dát

(a) 3 aritmetické a 2 geometrické př́ıklady?

(b) 1 aritmetický a 2 geometrické př́ıklady?

14. Na pomaturitńım setkáńı po letech si účastńıci cinkli sklenicemi. Uskutečnilo se 253 cink-
nut́ı. Kolik účastńık̊u bylo na setkáńı?

15. Je výhodněǰśı si vsadit na to, že na třech kostkách padne součet 11 nebo 12? (11)

16. Jaká je pravděpodobnost, že polopř́ımka vedená z bodu A má s kružnićı k(S; 3cm) alespoň
jeden společný bod, je-li:

(a) |AS| = 6cm? (1/6)

(b) |AS| = 3cm? (1)

17. V osud́ı je 7 červených kouĺı a 10 modrých kouĺı. Namátkou vybereme 4 koule. Jaká je
pravděpodobnost, že

(a) vybrané koule budou stejné barvy? (0.15)

(b) mezi nimi budou alespoň 3 červené koule? (0.21)

18. Háźıme červenou kostkou a pak dvěma modrými kostkami. Jaká je pravděpodobnost, že
na červené kostce padne menš́ı č́ıslo, než na obou modrých kostkách? (0.26)

19. Z karetńı hry o 32 kartách vytáhneme postupně 2 karty.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že druhá karta bude král? (0.125)

(b) Jaká je pravděpodobnost, že jsme vytáhli 2 krále? (0.012)
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20. Ve Sportce hráč tipuje 6 č́ısel ze 49. Sázej́ıćı źıskává 1. výhru, pokud správně uhodne všech
6 losovaných č́ısel; 2. výhru, pokud uhodne 5 č́ısel; 3. výhru, pokud uhodne 4 č́ısla a 4.
výhru, pokud uhodne 3 č́ısla. Jaká je pravděpodobnost, že sázej́ıćı

(a) źıská 1. výhru? (0.0000000715)

(b) źıská 4. výhru? (0.0177)

(c) uhodne alespoň jedno č́ıslo? (0.564)

21. Studenti jsou rozděleni do tř́ı stejně početných skupin. Jistého testu se zúčastnilo 40 %
student̊u z prvńı skupiny, 30 % student̊u ze druhé skupiny a 30 % student̊u ze třet́ı skupiny.
Vı́me, že studenti z prvńı skupiny mı́vaj́ı na testech úspěšnost 60 %, studenti ze druhé
skupiny mı́vaj́ı úspěšnost 35 % a ze třet́ı skupiny 70 %. Učitel si náhodně vybere jeden
test a začne jej opravovat.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že opravuje úspěšný test? (0.555)

(b) Jaká je pravděpodobnost, že test psal student z prvńı skupiny, pokud je test úspěšný?
(0.43)

22. Ve tř́ıdě je 40 žák̊u, z toho 12 chlapc̊u a 28 d́ıvek. Náhodně vybereme 6 žák̊u. Jaká je
pravděpodobnost, že mezi vybranými

(a) budou jenom d́ıvky?

(b) budou jenom chlapci?

(c) bude alespoň jeden chlapec?

(d) nebude v́ıce než 5 d́ıvek?

23. Jaká je pravděpodobnost, že při hodu šesti kostkami najednou padne

(a) na každé koste jiné č́ıslo?

(b) na všech kostkách stejné č́ıslo?

(c) na všech kostkách šestka?

(d) na všech kostkách sudé č́ıslo?

(e) na všech kostkách č́ıslo větš́ı než 4?

24. Ze 3 chlapc̊u a 4 d́ıvek se losuj́ı dva hráči do hry. Prvńı vylosovaný bude kapitán, druhý
kormidelńık. Jaká je pravděpodobnost, že kormidelńıkem bude d́ıvka? (0.56)

25. Vybereme náhodně čtyřmı́stné přirozené č́ıslo. Jaká je pravděpodobnost, že se v zápisu
tohoto č́ısla vyskytuje cifra 7

(a) právě jednou? (P = V (9,3)+3·(8·(V (9,2)))
9·103 )

(b) alespoň jednou?

(c) na třet́ım mı́stě?

26. V bedně je 49 výrobk̊u, z nichž je pouze 6 bez vady. Náhodně vytáhneme 6 výrobk̊u. Jaká
je pravděpodobnost, že z vytažených výrobk̊u jsou alespoň čtyři bez vady?

27. Ve skladu je 800 součástek, z toho je 20 vadných. Jaká je pravděpodobnost, že mezi 9-ti
náhodně vybranými součástkami nebudou v́ıce než 3 vadné?

28. Určete, kolik nejméně lid́ı je třeba uvažovat, aby pravděpodobnost, že alespoň dva z nich
budou narozeni ve stejný den byla ≥ 0.5.
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Řešeńı: Pro správnou úvahu je nutné si uvědomit, jaká je pravděpodobnost, že mezi n
náhodně vybranými lidmi budou mı́t alespoň dva lidé narozeniny ve stejný den? To
lze spoč́ıtat jako doplňkovou pravděpodobnost jevu, že žádńı dva lid́ı se nenarod́ı ve
stejný den.

P = 1− 365

365
· 364
365

· · · · · 365− n+ 1

365
= 1− 365!

365n · (365− n)!

Nyńı lze jednoduše do rovnice dosazovat za n = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ...} dokud výsledná
pravděpodobnost nebude větš́ı nebo rovna 0.5

n = 5 : P = 0.027

n = 10 : P = 0.117

n = 15 : P = 0.2529

n = 20 : P = 0.411

n = 21 : P = 0.444

n = 22 : P = 0.4756

n = 23 : P = 0.507

n = 25 : P = 0.569

n = 30 : P = 0.706

n = 50 : P = 0.97

n = 69 : P = 0.999

Výsledkem je tedy n = 23, ale proč?
Pouhá intuice může člověka vést ke (špatné) následuj́ıćı interpretaci př́ıkladu:
Kolik nejméně lid́ı je potřeba uvažovat, aby pro náhodně vybranou osobu
X existovala osoba Y, která se narodila ve stejný den?
Nicméně, takhle zadaná otázka je úplně jiná než ta p̊uvodńı, jelikož v této otázce se
zabýváme pouze př́ıpady, které porovnávaj́ı dny narozeńı n lid́ı s jedńım konkrétńım
(X ) dnem. V p̊uvodńım př́ıkladu se ale ve skupině lid́ı porovnávaj́ı všechny možné
(nejen) dvojice dn̊u narozeńı, a tedy zkoumáme minimálně

(
23
2

)
= 253 možnost́ı (v́ıce

než 365/2).
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