KMI/DISK1 - Sbirka tloh

Tento text je urcéen studentum informatickych obori na Univerzité Palackého
v Olomouci. Jednd se pouze o dopliiujici materidl k uéebnimu textu Diskrétni struk-
tury 1 (dale DISK1) a v Zddném pripadé nemize byt pouzit jako ndhrada uvedeného
textu.

Informace ke kurzu:

e Béhem semestru jsou povoleny 3 absence na cviceni.

e Béhem semestru se budou psit 2 zapoctové pisemky (zpravidla jedna v 6. tydnu a
druhd ve 12. tydnu). Z kazdé zdpoctové pisemky je mozné ziskat maximalné 100 bodu,
k zapoctu je nutné ziskat alespon 120 bodud v souctu z obou pisemek a z kazdé
pisemky alespon 50 bodt. Kazdy student bude mit moznost si jakoukoliv pisemku
opravit v poslednim tydnu semestru, pficemz se do hodnoceni bude pocitat pisemka, ve

které student dosahne vyssiho bodového zisku.

e Materidl DISK1 nalezente na osobnich strankach doc. Kolafika.

Posledni zména: 28. listopadu 2023.



1 Indukce

Dokazte matematickou indukei nasledujici tvrzeni:

o (1) 142+ ... +n ="t
e (I3) 6™ — 1 je ¢islo délitelné 5,
o (T3) 3" — 1 je sudé cislo,

(1) pro n = 1 zjevné plati
(2) indukéni krok:
2|3t 1
3t 1 =92, prox eN
33 —-1=2
3".3—-1-2+2=2
3"-3-3+2=2
33" —1)+2=2z

V poslednim Fddku muzeme vyuzit indukéni predpoklad a tedy vime, ze vyraz v
zavorce je sudé Cislo. Pokud sudé ¢islo vyndsobime 3, dostaneme zase sudé ¢islo a
néaslednym pfi¢tenim ¢isla 2 ndm zustane stédle sudé ¢islo. Tim je dukaz hotov.

o (Ty)n!>3"pron>1T1,

(1) pron = T7:
7'=7-6-5-4-3-2=75040 > 37 = 2187 plati
(2) indukéni krok (pro n > 7):
(n+1)! > 3"+
(n+1)-n!'>3"-3
7 posledniho fddku uz platnost vztahu plyne jednoduse. Z pfedpokladu opét vime, ze
n! > 3" a jelikoz pracujeme s n > 7, tak (n+ 1) > 3 a tedy nerovnice je vzdy platné.
o (T5) 12422432 4 . 42 = nlntl)Cntl)
°
(1) pro n =1 plati
(2) indukéni krok:
2 _ (n+1)(n+2)2(n+1)+1)
6

2+224+3+ .. +n2+(n+1)
Vyuzijeme predpokladu a upravime levou stranu:

n(n+1)(2n+1)
6

m+1)(n+2)2(n+1)+1)
6

+(n+1)*=



2n% +n? +2n? +n s (N +3n+2)(2n+3)

5 +(n+1) G
23 +n2+ 22 +n+6n2+12n+6 203+ 302+ 602 +9n+4n+6
6 - 6
2n3 +9n* + 13n+6 _ 2n° +9n* 4+ 13n +6
6 6

Posledni rovnice zjené plati. Tim je dukaz hotov.

o (T) 1+3+5+...+(2n—1) =n2

(1) pro n =1 plati
(2) indukéni krok:
1+3+54+..+2n—1)+(2(n+1)—1) = (n+1)°
Vyuzijeme indukéniho pfedokladu a upravime vyraz.
n?+@2n+1)=n’>+2n+1

Coz zjevné plati.



2 Zaklady logiky

2.1 Zakladni pojmy

Viyrok je tvrzeni, u kterého mé smysl uvazovat o jeho pravdivosti.

— Prsi. - Je vyrokem

— Cervené kolo. - Neni vyrokem

Logika m&a symbolicky charakter - odhlizime od obsahu a vyroky zapisujeme pomoci
vyrokovych symboli (p,q,r,...).

Vyroky muzeme spojovat pomoci logickych spojek (viz. Obrazek 1) do sloZengch vijroki.

— Prsi. - Atomicky vyrok.

— Pokud prsi, pak jsou silnice mokré. - Slozeny vyrok.

Pravdivost formuli je uréena pravdivosti danych vyroku a vyhodnocenim pravdivostnich
funkei danych vyrokovych spojek.

nazev zapis v prirozeném symbol  pravdivostni tabulka
jazyce funkce pravd. funkce
A
negace “ne” = =y 0] 1
1{ 0
A0 1
konjunkce i A N 0
1 |0 1
v |0 1
disjunkce “nebo” vV A 0|0 1
111 1
—+ (0 1
implikace “jestlize ..., pak ..." — — 0 [1 1
1 |8 1
< [0 1
ekvivalence “..., pravé kdyz ..." “ ' 0 |1
1 |0 1

Obrézek 1: Zakladni logické spojky.



2.2 Vyhodnoceni pravdivosti vyroku

V nésledujicim textu budeme zapisovat stejné symboly logickych spojek a jejich
pravdivostni funkce. Ctenaf by mél byt schopen poznat z kontextu, jestli se jedna
o symbol nebo o funkci.

Je-li dan vyrok V' v pfirozeném jazyce a mame-li urcit jeho pravdivostni hodnotu, postupujeme
nésledovné:

1. Uréime atomické vyroky Vi, Vs, ..., V,,, ze kterych se V sklada.

2. Uréime pravdivostni hodnoty e(V1), e(V2), ..., e(V;,) atomickych vyroku Vi, ..., V;,. Hodnoty
e(V;) jsou souéésti zadani nebo je zjistime nebo je zname.

3. Vyrok V zapiSseme v symbolické podobé, dostaneme napt. Vi A (Vo — V3).
4. Je-li V atomicky vyrok, pak ||V]|. = e(V).

5. Je-li V slozeny vyrok, tj. ma jeden z tvaru Vi, Vi A Vo, ViV Vo, Vi = Vo, V] < Vb, pak
jeho pravdivostni hodnotu uréime podle pravidel:

(@) [[=Ville = =[IVlle,

b) [[Vi AValle = [Valle Al Valle,

c) [[VivValle = [[Ville V[IValle,

d) [V1 = Valle = [[Ville = [[Valle,
e) [Vi & Valle = |[Ville > [[V2lle-

o~ N~
~— ~— ~— ~—

Piiklady na vyhodnocovani pravdivostnich hodnot vyroku

2.2.1 Zapiste symbolicky néasledujici vyrokové formule a vyhodnotte jejich
pravdivost

1. Cislo 10 je prvocislo.

(a) Symbolicky: V;.
(b) Dle bodu 4 je hodnota rovna || V|| = 0 (nepravda).

2. Nenf pravda ze, &fslo 10 je prvoéislo. / Cislo 10 neni prvocislo.

(a) Symbolicky: —V5.
(b) Dle bodu 5 je hodnota rovna —||Val|l. =1

3. X je prvocislo a zaroven X je sudé. - Ovérte pravdivost pro X=1,2,5,8.

(a) Symbolicky: Va A V3.
(b) Ve tvaru konjunkce z bodu 5, tudiz hodnota je uréena ||Va||e A ||V3]]e-

4. X je mensi nez Y nebo X je prvocislo. - Ovéite pravdivost pro X=5, Y=2 / X=3, Y=T.

(a) Symbolicky: Vy V Vs.
(b) Podobné jako v 3b.

5. Jestlize X je mensi nez 2, pak X je mensi nez 4. - Plati pro kazdé realné X7

6. X je mensinez 2, pravé kdyz X je mensi nez 4. - Plati pro kazdé redlné X? Ovéite pravdivost
pro X=1 / X=5 / X=3.



2.3 Priklad

Jsou dény tii atomické vyroky:

S: Sviti Slunce.
D: Na obloze je duha.
P: Prsi.

Nésledujici slozené vyroky prepiste z piirozeného jazyka do symbolické formy:

1. Neprsi a sviti Slunce.
e -PAS

2. Pokud nesviti Slunce, pak na obloze neni duha.
e S — D

3. Neni pravda, Ze je na obloze duha a zarovein neprsi.
e ~(D A —P)

4. Na obloze neni duha pravé tehdy, kdyz prsi nebo sviti Slunce.
e D« (PVYS)

5. Pokud nesviti Slunce a zaroveni je na obloze duha, pak neprsi.
e (SAD)— P

6. Sviti Slunce a na obloze neni duha, nebo préi a na obloze je duha.

e (SA-D)V (PA D)



2.4 Pravdivost vyrokua s kvantifikatory

Vyrokovd forma - vyrok, ktery obsahuje proménné.

Vseobecny kvantifikdtor - znacime V.

Ezistencéni kvantifikdtor - zna¢ime 3.

Davejte si pozor na poradi kvantifikatora ve vyroku!

Uplné formy (UF) vyroki vznikaji dle nésledujicich pravidel:

— V: ”Pro kazdé x plati, ze jestlize P(x), pak V(z)”.
— 3: "Existuje z tak, ze P(z) a V(z).”

2.4.1 Nasledujici vyrokové formy (a) preved'te do textové formy a
(b) vyhodnotte jejich pravdivost:

1. (VzeR) 2?2 >0

(a) (UF) Pro kazdé z plati, ze pokud z je redlné, pak x? > 0. (Zkracena forma: Pro kazdé
redlné ¢islo z plati 22 > 0.

(b) Neni pravda pro z = 0.
2. (VzeR) (FyeR)z+y=1

(a) Pro kazdé redlné ¢islo z existuje redlné ¢islo y takové, ze plati z +y = 1.

(b) Je pravda.
3. (yeR) (VzeR)z+y=1

(a) Existuje redlné ¢islo y takové, ze pro kazdé redlné ¢islo x plati z +y = 1.

(b) Neni pravda.
4. Vz (z je ¢tverec = z je obdelnik)

(a) Pro kazdé z plati, ze jestlize z je ¢tverec, pak z je obdélnik.

(b) Je pravda.
5. VaVy e R (z< y= 22 < y?)

a) Pro kazda dveé redlnd c¢isla = a ati, ze pokud z je ostfe mensi nez ak =< je

(a) Pro kazdd dvé reédlnda ¢isl y plati, ze pokud x j tT 1 nez y, pak 2?2 j
ostfe mensf nez y2.

(b) Neni pravda: sta¢i vhodné zvolit = zdporné a y kladné.

6. Jz (z je prvocislo A z je sudé ¢islo).

7. 3z Iy (22 + y? = 22y)



2.4.2 Doplnénim vhodnych kvantifikatora pired proménné utvoite z uvedenych
vyrokovych forem pravdivé vyroky

1. Pro reélné é&islo z plati 22 + 1 > 0. [2 fegen]
(a) Pro kazdé redlné ¢islo z plati 22 + 1 > 0.
e UF - Pro kazdé z plati, ze jestlize je z redlné, pak z2 + 1 > 0.
(b) Existuje realné éfslo = takové, ze 22 + 1 > 0.
e UF - Existuje z takové, ze z je redlné a zaroven x> + 1 > 0.
2. Pro éfsla z, y plati 22 + y?> =0
(a) Existuje redlné ¢islo z a redlné ¢islo y, pro které plati 22 + y? = 0.

e UF - Existuje x tak, ze x je redlné a zaroven existuje y tak, ze y je redlné a plati
2 2
¢+ y* =0.

3. Pro éisla z, y plati, ze pokud z je prvocislo pak z * y je prvocislo.

4. Pro ¢islo z plati |z| = —=x.



2.5 Negace vyroku

Negaci vyroku T by mél vzniknout novy vyrok N tak, ze pro kazdé ohodnoceni e plati
T[], = 1 prévé kdyz [Nl = 0.

1. Negace atomického vyroku — pridanim neni pravda, Ze. .. pripadné vhodna zména formy
vyroku (napf. zména slovesa je za sloveso neni, atp.)

2. Negace vseobecného kvantifikatoru = existenéni kvantifikdtor (promyslete).

3. Negace existen¢niho kvantifikitoru = vSeobecny kvantifikator (promyslete).

4. Negace konjunkce = = A vV =B (dle tabulky)

A|B|AANB|-AV-B
11 1 0
1|0 0 1
0|1 0 1
00 0 1

5. Negace disjunkce = =A A =B
A|B| AV B|-AA-B
11 1 0
1|0 1 0
01 1 0
0|0 0 1

6. Negace implikace = A A =B
A|B|A=B| AAN-B
1|1 1 0
1|0 0 1
01 1 0
00 1 0

7. Negace ekvivalence = (A A =B) V (B A —A) (ovéite)
Népoveda: A < B je zkratkou za (A = B) A (B= A)



2.6

1.

2.

3.

10.
11.
12.

(a) Zjistéte pravdivost nasledujicich vyroku a (b) utvorte
jejich negace
Pro kazdé prirozené ¢islo z plati, ze x je délitelné péti.
(a) Neni pravda.
(b) Existuje pfirozené ¢islo z takové, ze x neni délitelné péti.
Kazdé celé ¢islo je racionalni.
(a) Pravda.
(b) Existuje alespon jedno celé &islo, které neni racionalni.
Kazdé ¢islo délitelné ¢islem 48 je délitelné cisly 2 a 3.

(a) Pravda.

(b) Existuje ¢islo délitelné ¢islem 48, které neni délitelné ¢islem 2 nebo neni délitelné
¢islem 3.

e Symbolicky zapis puvodniho vyroku (bez kvantifikatoru): Vi — (VaAV3) (zduvodnéte).
e Negace (vyuzijeme pravidel odvozenych vyse - ovérte):

Vi = (VaAVa)] =ViA=a(VaAVs) =TV A (=VeVaVs)

e Vseobecny kvantifikdtor se negaci zméni na existencni.

e Podle znegovaného vyrazu vytvorime textovou podobu negovaného vyroku (viz.
vyse)

. Soucet kazdych dvou celych ¢isel neni roven 0.

(a) Nepravda.

(b) Existuje alespon jedna dvojice celych ¢isel, jejichz soucet je roven 0.
Existuji alespon dvé primky v roviné, které nejsou rovnobézné.

(a) Pravda.

(b) Pro kazdé dveé piimky v roviné plati, Ze jsou rovnobézné.
Kazdé celé ¢islo je sudé nebo liché.

(a) Pravda.

(b) Existuje celé ¢islo, které neni sudé a zaroven neni liché.
Druhé mocnina kazdého redlného ¢isla je vétsi nez 0.

(a) Nepravda.

(b) Existuje redlné ¢islo, jehoz druhd mocnina neni vétsi nez 0.
V nésledujicim souboru dat je nejvice 10 polozek.
Pokud venku prsi a je pod nulou, pak venku vznikd namraza.
Kazdy mnohothelnik ma alespon tii thly.
Na zasedéni piislo praveé 40 ¢lent.

Existuje prvocislo z takové, ze x 4+ 2 je prvocislo.

10



3 Vyrokova logika
Pro feseni ptikladt z néasledujici kapitoly je nutnd znalost nize uvedenych pojmi:

o Jazyk vyrokové logiky - viz. Definice 1.7 [DISK1]

e Formule jazyka vijrokové logiky - viz. Definice 1.8 [DISK1]
e Pravdivostni ohodnoceni - viz. Definice 1.11 [DISK1]

e Pravdivostni hodnota formule - viz. Definice 1.13 [DISK1]

e O formuli ¢ Tekneme, ze je splnitelnd, pravé kdyz existuje alespon jedno pravdivostni
ohodnoceni e takové, ze |||l = 1.

e Formule ¢ se nazyva tautologie, pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni e plati ||| = 1.
e Formuli ¢ se nazyva kontradikce, pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni e plati ||¢||e = 0.

e Formule ¢ sémanticky vyplyva z mnoziny formuli 7, jestlize ¢ je pravdiva pro kazdé
ohodnoceni, pro které je pravdiva kazdé formule z T.

e Formule ¢ a formule ¢ se nazyvaji sémanticky ekvivalentni, pravé kdyz ¢ sémanticky
vyplyva z ¢ a zdroven ¢ sémanticky vyplyva z .

e Méjme mnozinu V vyrokovych symbolt.

— Literdl je libovolny vyrokovy symbol z V nebo jeho negace.

— Uplnd elementdrni konjunkce (UEK) vznikne konjunkef literslil, kde se kazdy symbol
z V vyskytuje pravé v jednom literdlu.
Uplnd elementdrni disjunkce (UED) vznikne disjunkci literala, kde se kazdy symbol
z V vyskytuje pravé v jednom literdlu.

— Uplnd konjunktivni normdini forma (UKNF) vznikne konjunkef tplngch elementarnich
disjunkci nad V.

- Uplnd disjunktiond normdlni forma (UDNF) vznikne disjunkeci iplnych elementérnich
konjunkei nad V.

— Detailni popis tvorby UKNF a UDNF najdete v materidlech [DISK1].

11



3.1 Tabulkova metoda

Tabulkova metoda slouzi k ovérovani pravdivosti vyrokovych formuli pro rizné ohodnoceni jejich
vyrokovych symbolu.

3.1.1 Pro nasledujici vyrokové formule tabulkovou metodou ovéite, zda se jedna
o tautologie

L (p—q) < (g = —p)

2. ~([lp = @) A =gl = —p)

3. [(pAs)— —q]V-s

4. p — —p (Nejprve zkuste odhadnout a zduvodnéte vase rozhodnuti.)

5. ¢ — q (Nejprve zkuste odhadnout a zduvodnéte vase rozhodnuti.)

6. (—\p\/q) V [p/\ (ﬂ?“ — q)}
Reseni

L o= (p—q) < (g— —p)

Pla|llp—=q | ~q— |y
0|0 1 1 1
1]0 0 0 1
01 1 1 1
11 1 1 1

Zavér: Vyrokova formule ¢ je tautologii.

2. o ==([(p = q) A—~q] = —p)

Pla|lp=qg | (p=>gA-q| |y
0|0 1 1 110
01 1 0 10
1]0 0 0 010
11 1 0 010

Zaveér: Vyrokova formule ¢ neni tautologii (je kontradikef).
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3. [(pAs)— —q]V-s

(pAs)——q | ¢

-q

pAS

S

q

Zavér: Vyrokova formule ¢ neni tautologii (je splnitelnd).

13



3.1.2 Pomoci tabulkové metody ovéite, zda jsou formule ¢ a ¥
sémanticky ekvivalentni

L o==(pANq)i=-pVq

plaglp|q|pNg|le|¥
11 0] o0 1 0]0
1[0 0|1 0 1]1
ol1[1]o0 0 1]1
olof 1] 1 0 1]1

Zavér: Formule ¢ a 9 jsou sémanticky ekvivalentni.

Zapis: =(p A g) =-pV g
2.9=p—oqgp=2q—>p
B.o=p—=qGY="p—yq
4 o=pA(gVr)iv=(@AqV(pAT)

3.1.3 Pomoci tabulkové metody ovéite, zda formule ¢ sémanticky
vyplyva z dané mnoziny formuli 7

LT={p—q~q},p="p

plg|™p| ¢ |P—>4
110 0 1
1[0 0 1 0
0|1 1 0 1
00| 1 1 1

Zavér: ¢ sémanticky plyne z T.
Zapis: T = ¢
2. T={p—>q¢q—opirtp=q¢
Zavér: p sémanticky plyne z T.
3. T={q+ p;mq— —r;pVr},p=r—-p
Zavér: ¢ sémanticky plyne z T.
4. T={p—=~¢g-(((p=-q)Vr) < (rA-q)}

(a) ¢ =rA—q, (NE)
(b) ¢ =r, (NE)
(c) o= (p = —q) Vr (ANO).

3.2 Pro kazdou dvojici formuli ¢ a ¢ (kde ¢ # ¢) z mnoziny A ovéite, zda
Y

A={=(pVa@)ipNgqV —~g—(p < q);—p— —q}

14



3.3 Tvorba tiplné konjunktivni/disjunktivni normalni formy
3.3.1 Preved'te nasledujici formule do UKNF a UDNF

1. ¢ = (bV —c) = (a N —b)

a|blc|bV-c|an-b| ¢ | UED/UEK
0|00 1 0 0 aVbVce

o|11]0 1 0 0 aV-bVe
1,00 1 1 1] aAN-bA—c
001 0 0 1| maN=bAc
1110 1 0 0] maV-bVec
101 0 1 1 aN—-bAc
0|11 1 0 0| av-bV-c
1|11 1 0 0| -aV-bV-c

UKNF - (aVbVe)A(aV=bVe)A(=aV=bVe)A(aV=bV—c)A(—aV=bV—c)
UDNF - (a A=bA=c)V(maAN-bAc)V(aA—-bAc)

Jsou uvedené formule (UKNF, UDNF) sémanticky ekvivalentni s formuli ¢? Zdivodnéte.
2. ¢==pA(¢g—p)
3. 0= (q—=-p) = (=9
4. o ==((=p = —g) A )

5. 0= (pr—q) A (-rAp)) = (pV-r)

15



4 Mnoziny
Ke studiu kapitoly je nutnd znalost nasledujicich pojmu:

e Pojem mnozina je matematickych protéjskem bézné pouzivanych pojmu soubor, seskupent,
apod. Jedna se o objekt, ktery obsahuje jiné objekty, tzv. prvky mnoZiny. V mnoziné
nezalezi na potradi prvki.

e Potencéni mnoZina na mnoziné X je mnozinou viech podmnozin X a znaéime ji 2.
e Vyzna¢né ¢iselné mnoziny: N, Z, Q, I, R, C.

e Piipraci s mnozinami ¢asto uvazujeme néjaké univerzum a pracujeme pouze s podmnozinami
daného univerza. Univerzum tedy pfedstavuje vSechny prvky, které se v danych podmnozinach
mohou vyskytovat. Dopliikem mnoziny X nazveme mnozinu U \ X a zna¢ime ji X, tedy
X=U\X.

e Prdazdnd mnoZina je mnozina, kterd neobsahuje zadny prvek.

e Mnozina X je podmnozinou mnoziny Y (zn. X CY'), pravé kdyz plati nésledujici impli-
kace:
Va € U plati: pokud z € X, pakx € Y

e Mnozina X je vlastni podmnoZinou mnoziny Y (zn. X C Y'), pravé kdyz X C Y a zdroven
X4Y.

e Dalsi dulezité pojmy a jejich definice naleznete v kapitole 2.2 v materidlu DISK1.

4.1 Zapiste nasledujici mnoziny vyctem prvkua
1. A={zeN|z<T}
e Reseni: A={1,2,3,4,5,6,7}
2. B={z€Z|xz>-5 N x<4}
3. C={z| x jeprvocislo A zje sudé}
4. Oy = {x | x je prvocislo V z je sudé} (staéi vhodné okomentovat)
5. D={yeZ|2y+2=>5}
6. E={zeN|z>-5 A x<4}
7. Pro X = {{a, b}, c,d} naleznéte 2%.
8. Pro X = () naleznéte 2%,

9. Pro Z = {0,{0},{{0}}} naleznéte 27.
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4.2 Rozhodnéte, zda plati nasledujici
1. Mnozina X = {0,1,{2,3},3,2,0,{1,{2,3}}} obsahuje 6 prvku.
2. Mnozina X = {1,3,0,{0},{}} obsahuje 5 prvki.
3. {1,5,5,2,3,6,1} = {1,2,2,6,5,3,3}
e Reseni: Ano.
4. NCR
e Resend: Ano.
5. NCZ
6. ZC1
7.1CC
8 {0 —8,-4,0,4,8,..} C {..,—4,-2,0,2,4,...}
9. {a,c,d} C{a,c,d,d}
10. {z je prvocislo V x je liché} C {3,5,7,9,11,...}
11. {z je prvocislo A x je liché} C {3,5,7,9,11,...}
12. Pro kazdé X plati ) C X.
13. Pro kazdé X plati ) C X.
14. {0} C 0
15. {0} C 0
16. 0 C0
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4.3 Priklady na operace s mnozinami

1. Jsou dany nésledujici mnoziny A = {a,b,c,{c,d} e, f,h} a B={c,d, f,h} . Zapiste vysledky
nasledujicich operaci: AN B,BUA, A\ B, B\ A.

ANB=A{c, f,h}
BUA={a,b,c,{c,d},d,e, f,h}
A\ B ={a,b,{c,d}, e}

B\ A={d}

2. Jsou dédny nasledujicimnoziny X ={z €Z |z > -6 AN z<2}aY ={yeZ|y>-1 A y<10}.
Zapiste vysledky nésledujicich operaci: X NY, X \ YV, Y\ X, X UY.

3. Naleznéte mnoziny A, B, pro které plati nasledujici vztahy:
AmB = {x7y7z}7 BUA = {S7t7u7v7w7x7y7z}7 A\B = {S7t7w}7 B\A = {U,U}

4. Jsou dény nésledujici mnoziny:
X={zeR|(x>-9ANz<b)V(r>5Az<T7)}
Y={yeR| -1<y<6}
Z={2€eR|0<z<5}.

Zapiste intervalové vysledky nésledujicich operaci:

(a) XNY =(-1;5)U(5;6)

5. Na oboru R jsou definovany intervaly A = (—oo;—1), B = (-3;3), C = (1,10). Zapiste
vysledky mnozinovych operaci:

6. Najdéte mnoziny A,B,C, pro které plati vSechny uvedené podminky:

e ANC =1{2}

ANB={2,{7},11}

ANBNC=BnNC={11,{7}}
AUB=1{{1,3,5},2,{3},{3,7},{7},11,12,19}
CuUB=1{1,2,5{1,3,5},{3,7},{3},7,{7},11,12,19}
B\ C =1{2,{3,7},{3},12}
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Napovéda: Zkuste si nakreslit Vennovy diagramy
7. Pomoci Vennovych diagramu vyfeste ndsledujici problémy:

(a) Ve mésté Vidldkov byly za posledni mésic usporddény tii koncerty. Prvni koncert
méla skupina B, druhy skupina A a tfeti mél zpévak C. Na skupinu B pfislo 1221
obCant mésta, na skupinu A 785 obcant a na zpéviaka C 613 obcanu. Ani na jeden
koncert se neslo podivat 104 ob¢anu. Vsechny tfi koncerty navstivilo 198 ob¢anu. Na
koncert skupiny B a zdroven na skupinu A pfislo 267 ob¢anu, na skupinu B a zaroven
na zpévaka C 399 ob¢anu. Na skupinu A a zdroven na zpévaka C priglo 255 obc¢ant.

i. Kolik ob¢ant mésta pfislo pouze na skupinu B?
ii. Kolik ob¢anu mésta prislo pouze na skupinu A?
iii. Kolik ob¢ant pfislo alespon na dva koncerty?
iv. Kolik ob¢anu zije ve mésté Vidldkov?

(b) Dle pruzkumu ve firmé hovoii 70 % zaméstnancu anglicky a 60 % zaméstnancu
némecky, piicemz 15 % zaméstnancu nemluvi ani jednim z téchto jazyku. Urcete,
kolik zaméstnancii hovoii obéma jazyky.

Resent: 45 %

(¢) V pruzkumu bylo tazéno 700 studentu na jejich sportovni zaliby. Bylo zjisténo nésledujici:
48 % studentu sleduje sport A; 53 % sleduje sport B; 57 % sport C; 27 % studentu
sleduje sporty A i B; 28 % sport Bi C; 30 % C i A; 18 % studentu sleduje sporty A,
B i C. Odpovézte na nasledujici otazky:

i. Kolik studentu nesleduje zadny sport?
ii. Vyjddiete pomérem, kolik studentu sleduje pouze sport A ku tém, ktefi sleduji
pouze sport B.
iii. Kolik studenttu sleduje pouze jeden sport?
iv. Kolik studentu sleduje alesponi 2 sporty?
v. Kolik studentu sleduje sporty B nebo C, ale nesleduje sport A?

(d) Pii sociologickém vyzkumu bylo zjisténo, ze v okresnim mésté Jindfichuv Hradec ze
400 respondentt sympatizuje 40 procent s politickym programem strany Modrych a
strany Zlutych. Pfitom se stranou Modrych sympatizuje o 160 respondentit vice nez se
stranou Zlutych a neexistuje respondent, ktery by nesympatizoval se stranou Modrych
nebo Zlutych. Kolik procent respondentit sympatizuje pouze se stranou Zlutych?

(e) Z 825 oslovenych osob 380 uvedlo, ze pouziva pocita¢ pouze doma nebo v zaméstnani.
Pocet osob, které pouzivaji pocita¢ doma, je dvakrat vétsi nez pocet téch, ktefi
pouzivaji pocita¢ doma i v zaméstnani. PoCet osob, které pouzivaji poc¢itac doma,
je také o 40 mensi nez pocet téch, kteri pouzivaji pocita¢ pouze v zaméstnani. Kolik
oslovenych osob pouziva pocitat pouze v zaméstnani?

Resend: 210 osob pouze v zaméstndni (85 osob pouze doma)

(f) Organizator vystavy ,Stavim, stavis, stavime“ rozdélil expozici do dvou ¢asti. Protoze
ho zajimala reakce navstévniku vystavy, vyplnil kazdy ndavstévnik pfi odchodu jed-
noduchy dotaznik. Vyplynuly z néj tyto zajimavé skuteénosti:

e 96 % navstévniku, kterym se libila prvni ¢ast, se libila i druhd ¢ast
e 60 % néavstévniku, kterym se libila druhé ¢ést, se libila i prvni ¢ast
e 59 % néavstévniku, se nelibila ani prvni ani druhd ¢dst

Kolika procentum néavstévnikua se libila prvni ¢ast?
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Resenti:

i. Oznaéme si mnozinu ucastnikt prvni vystavy jako A, mnozinu ucastniku
druhé vystavy jako B a mnozinu vSech tcastniku jako U. (Uvadim zde pocetni
feSeni - opravdu to muzeme takhle fesit, protoze velikosti mnozin nejsou nic
jiného nez nezéporna celd ¢isla.)

ii. 96 % navstévnika, kterym se libila prvni ¢ast, se libila i druhd ¢ast - tato
informace nam fika, ze

0.96-|A| = |AN B|

a4

iii. 60 % ndvstévniki, kterym se libila druhé ¢ést, se libila i prvni ¢dst - tato
informace nam fika, ze

0.6-|B|=|BnNA|
iv. 59 % navstévnika, se nelibila ani prvn{ ani druhd ¢ést - tato informace ndm
fika, ze
[Ul=]AUB|+0.59=1
|[AUB| =1-0.59=0.41

v. Informace (ii) a (iii) ndm dohromady uvadi, ze

0.96 - |A| = 0.6 - |B|

a tedy
0.96 - |A]
B = 22
0.6
vi. Cilem je zjistit
|A| =7

vii. Nejprve je tfeba si uvédomit, ze (nakreslete si Vennovy diagramy)
|A|=|AUB|—-04-|B|=041-04-|B]
vyuzitim (v) upravime
0.96
Al=041-04-— - |A
141 A
|A] =0.41 — 0.64 - |A|
1.64-|A] =041
|A| = 0.25
viii. Odpovédi tedy je, ze 25 % navstévniku se libila prvni ¢ast vystavy.
(g) Piijednani poslanecké smémovny byl proveden pruzkum pracovniho vytizeni pfitomnych
poslancu. Bylo zjisténo, Zze kromé sledovani priubéhu projedndvani zdkona poslanci
stihaji ¢ist noviny, telefonovat a hrat hry na notebooku. Noviny ¢te 34 poslancu, tele-
fonuje jich 36 a na notebooku hraje 38. Zadnou z téchto ¢innosti nevykondva a jednani
sleduji 35 poslancti. Pouze dva poslanci pak stihaji vSechny ¢innosti najednou. Cte a
zaroven telefonuje 6 poslancu a 3 poslanci zaroven ¢tou a hraji hry. Telefonuje nebo
hraje hry 65 poslanci. Urcete, kolik poslancii:
i. pouze telefonuje,
ii. hraje hry nebo cte,

iii. dokaze vyokodvat alespoii dvé uvedené ¢innosti najednou,

iv. je prfitomno v poslanecké snémovné na jednani?
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4.4 Relace

o Kartézsky soucin - viz. definice 2.11 [DISK1].

e Relace je libovolnd podmnozina kartézského soucinu.

e Relaci R na X nazveme plnou relact, pravé kdyz R = X x X.

e Relaci R na X nazveme prdzdnou relaci, pravé kdyz R = ().

e Relaci R na X nazveme relact identity, pravé kdyz R = {(x, z) | pro kazdé = € X }.

o Inverzni relact k relaci R C X x Y je relace R™! mezi Y a X definovans piedpisem
R~ = {(y. ) |{z,y) € R}.

e Relaci muzeme reprezentovat mnozinové (vycétem prvku), matici nebo grafem - viz. sekce
2.3.4 [DISK1].

e U relaci rozhodujeme zda plati mj. nasledujici zakladni vlastnosti:

— Reflexivita - Relace R na X je reflexivni, pravé kdyz

{(z,z) | pro kazdé x € X} C R.
— Symetrie - Relace R na X je symetrickd, pravé kdyz
Va,y € Xplati: pokud (z,y) € R,pak (y,z) € R.
— Tranzitivita - Relace R na X je tranzitivni, pravé kdyz
Vx,y,z € Xplati: pokud (z,y) € RA (y,z) € R,pak (z,z) € R.
— Antisymetrie - Relace R na X je antisymetrickd, préavé kdyz
Va,y € Xplati: pokud (z,y) € RA (y,z) € R,pak x = y.

e Zobrazend - viz. definice 2.27 [DISK1].

e 7 definice plyne, Ze mnozina vSech zobrazeni je podmnozinou mnoziny vSech relaci, tj.
kazdé zobrazeni je relaci, ale ne naopak.

e Vlastnosti zobrazeni:

— Zobrazeni je injektivni (prosté) pravé kdyz, pro kazdé zq,zo € X plati, ze pokud
x1 # 72 pak f(z1) # f(x2).
— Zobrazeni je surjektivni pravé kdyz, pro kazdé y € Y existuje z € X tak, ze f(z) = y.

— Zobrazeni je bijektivni pravé kdyz je injektivni a surjektivni.
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4.5 Priklady na relace

1. Jsou dédny mnoziny A = {{a},b}, B = {{a,b},a,b}. Zapiste vyctem prvku nésledujici
binarni relace:
(a) AxB
Fesent: A x B = {{{a}, {a,b}), ({a},a) , ({a}, ), b, {a,b}) , (b,a) , (b, )}
(b) Bx A
(c) (AxB)N(Bx A)

2. Jsou dédny mnoziny X = {1,2,3,4}, Y = {a,b,c}. Urcete, které z nasledujicich mnozin
tvori binarni relace mezi mnozinami X a Y:

(a) Ry = {<17 a) ) <17 b> ) <1,C> ) <27 CL> ) <2a b) ) <27 C> ) <37a> ) <3> b> ) <37 C> )
(4,a);(4,b); (4, )}
Resent: Ano.

(b) Ry = {<a’7 2) ; <a7 3> ) <a7 4>}

Resend: Ne.
(c) Rg=1
(d) Ry = {0}

(e) Rs = {(1,b);(2,0);(3,b);(4,0);(5,b)}
3. Zapiste jako binarni relaci vztah délitelnosti na mnoziné X = {2, ...,10}.
4. Necht A = {{a},b,c} a B ={a,b,{c,b}}. Urcete (B x A) N (A x B).

5. Necht A = 2X pro X = {1,2,3} a definujme relaci R jako relaci ,byt podmnozinou®, tj.
X RY pravé kdyz X je podmnozinou Y. Naleznéte relaci R na A.

6. Jsou dany relace R a S na mnoziné A = {a, b, ¢} nasledovné:
R ={{a,a),(a,c),(b,a),{c,b)}, S = {(a,b),(b,c), {c,c)}. Naleznéte relaci S~! o R71L.

7. Necht A = {a,b,c,d,e}. Na mnoziné A definujme bindrn{ relaci R nasledovné:
R = {{a,a),{a,b), (a,c),{(c,a),(d,c), (b e)}. Zndzornéte relaci R orientovanym grafem a
urcete vyctem prvku relaci R o R.

8. Mezi mnozinami A = {x,y, 2z}, B = {1,2,3} jsou dany relace:
R = {{(z,1),(z,3),(y,2),(y,3),(2,2)}, S = {(x,3),(y,2),(2,1),(z,3)}. Znadzornéte re-
lace pomoci matic Mg, Mg a déle vytvorte néasledujici matice:

—~

a) Mpgus

)
b) Mgns
c) Mp_g
)
)
)

—_

d) Ms_gr

e

f
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4.6 Priklady na vlastnosti relaci

1. Necht X = {0,1,2,3}, na X mdme definovanou relaci R ndsledovné:
R = {(0,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2), (3,3)}. Zapiste relaci ve formé
tabulky a grafu a nasledné urcete, zda je relace reflexivni, tranzitivni, symetrickd, antisy-
metricka.

Resens: Vytvoifme tabulku a do nf si vyznacime, které prvky jsou spolu v relaci:

R|{0O 1 2 3
X

0
1 X
2 X
3

el
Sl

Vytvotime orientovany graf, zndzornujici uvedenou relaci:

20

Podle obréazku muzeme jednoduse ovérit vlastnosti relace:
Tabulka:

Reflexivita je v tabulce znazornéna kiizky na hlavni diagonale.

Symetrie plati, pravé kdyz je tabulka osové soumérna dle hlavni diagonély.

Relace je tranzitivng, pravé kdyz pro dané fadky urcené prvky x a y plati, Ze
pokud (z,y) € R, pak kazdy kiizek v fddku y musi byt rovnéz obsazen v radku
x. Ovéite.

Relace je antisymetrickd, pravé kdyz kazdé dva ruzné kiizky nejsou soumérné
dle hlavni diagondly. Ovétte.

Graf: promyslete.

2. Necht X = {a,b,c,d}, na X méme definovanou relaci R nésledovné:
R = {{a,c), (a,d),{(c,d),(b,b),{(a,b),(d,d),{(d,b) (a,a), c,c)}. Zapiste relaci ve formé ta-
bulky a grafu a nasledné urcete, zda je relace reflexivni, tranzitivni, symetricks, antisyme-
tricka.

3. Pro nasledujici binarni relace rozhodnéte, zda jsou reflexivni, symetrické, antisymetrické,
tranzitivni:

(a) R={(1,2),(1,1),(2,3),(4,4),(3,1),(2,2)} C {1,2,3,4} x {1,2,3,4}
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(b) Népoveéda: Pro jednodussi ovérovani vlastnosti si zkuste relaci vyjadiit ve formeé
grafu.

(¢) S ={(L,3),(L6),(53),(1,1),(2,5),(2,2),{43),(5,5),(3,5), (4,4) ,(3,1) , (L, 5),
(3,3),(3,6),(3,4),(6,6),(6,1),(4,5),(5,2)} €{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}

ResSeni: Vyjadiime relaci ve formé grafu:

Ovétime vlastnosti:
Reflexivita: U kazdého uzlu grafu musi byt piitomna smycka. - PLATI
Symetrie: NEPLATTI - Chyb{ napiiklad relace (5,2).
Antisymetrie: NEPLATI - Existuje napifklad relace (1,6) a (6,1), ale 6 # 1.
Tranzitivita: NEPLATI - Mdme napiiklad relace (2,5) a (5,3), ale chybi relace
(2,3).
(d) Uréeme A jako mnozinu vSech lid{ a relaci R na A definovanou vztahem , byt rodi¢em*
(pocitame i prarodice, atd.).
e REF: Neplati (Urcité neni kazdy ¢lovék sam sobé rodicem).
e SYM: Neplati (Pokud je X rodi¢em Y, pak nemuze byt Y rodicem X).
e ANTISYM: Plati (zduvodnéte!).
e TRA: Plati (Pokud X je rodicem Y a zaroven Y je rodicem Z, pak X je rodicem
(prarodi¢em) Z.
(e) Urcéeme A jako mnozinu celych ¢isel a relaci R tak, ze ¢ R j pravé kdyz |i — j| = 1.

(f) Uréeme A jako mnozinu celych ¢isel a relaci R tak, ze i R j prave kdyz |i — j| < n
pro dané kladné ¢islo n.
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4. Které z vyse uvedenych vlastnosti maji nasledujici binarni relace na mnoziné pfirozenych
¢isel?
(a) m R n praveé kdyz m|n;
Reseni: Relace je reflexivni (R), tranzitivni (T) a antisymetrickd (A). Neni symet-
ricka (S).
(b) m R n pravé kdyz m +n > 50;
Resend: Je (S).
(¢) m R n prave kdyz m *n je sudé;
Resend: Je (S).
(d) m R n pravé kdyz m + n je nasobek éisla 3;
Resend: Je (S).
(e) m R n pravé kdyz m > n.
Resend: Je (T), (A).
5. Na mnoziné N = {a, b, ¢} vytvoite bindrni relace tak, aby spliovaly nésledujici podminky:
Ry neni reflexivni, neni symetricka, neni antisymetricka, neni tranzitivni;

b

)
)
(¢) Rs neni reflexivni, je symetrickd, je antisymetrickd, neni tranzitivnf;
)
)

(a
(

Ry je reflexivni, je symetrickd, neni antisymetricka, je tranzitivni;

(d) R4 neni reflexivni, neni symetrickd, je antisymetrickd, je tranzitivnf;

(e) Rs je reflexivni, je symetrickd, je antisymetrickd, je tranzitivni.

4.7 Priklady na zobrazeni

1. Nésledujici relace mezi mnozinami X = {1,2,3,4,5} a Y = {1,2,3,4,5} zndzornéte gra-
ficky a rozhodnéte, zda se jednd o zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda je injektivni nebo
surjektivni (pfipadné bijektivni):

(a) A={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5, 1)}

Relace je bijektivnim zobrazeni.
(b) B={(1,2),(3,4),(4,5),(5, 1)}

Relace neni zobrazeni (je parcidlni zobrazeni).

() C={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(54)}

Relace je zobrazeni (neni surjektivni ani injektivni).
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(d) D={(1,5),(2,5),(3,4),(4,5),(L,3),(52)}

Znézornime relaci graficky:
&4’

&N

,q\

Relace neni zobrazenim, protoze bod 1 je vzorem prvka 3 a 5.

2. Pro nasledujici relace rozhodnéte, zda se jedna o zobrazeni. Pokud je relace zobrazenim,
rozhodnéte, zda je injektivni, surjektivni pfipadné bijektivni:
(a) Ry = {(z,y)ndlezido X xY |2? +¢y*=1}. X =[-1,1], Y =R.
Neni zobrazenim.
(b) Ry ={{(a,c),(b,a),{c,b)}. X ={a,b,c}, Y ={a,b,c,d}.
(¢) Ry = {(z,y)ndlezido X xY |z =y} pro X =Y =R.
3. Urcete, které z nésledujicich relaci mezi mnozinami X a Y ve tvaru

R; = {(z,y) € X x Y} jsou zobrazeni z X do Y.V kladném piipadé urcete, zda se jedna
o zobrazeni injektivni, surjektivni, popft. bijektivni:

(a) X je mnozina jmen v ¢eském kalenddri, Y je mnozina obéanu CR. R; je mnozina
dvojic ve tvaru (kfestni jméno, ob¢an), kde obc¢an y je nositelem kiestniho jména z.
Reseni: Neni zobrazeni. Zduvodnéte.

(b) X je mnozina studentu zapsanych na tomto predmétu, Y je mnozina rodnych ¢isel
téchto student. Ry je mnozina dvojic ve tvaru (student, jeho rodné ¢islo).

Reseni: Je zobrazeni. Je injektivni, protoze z4dné rodné ¢islo neni spoleéné pro 2 a
vice studentti. Je surjektivni. Platily by stejné vlastnosti, kdyby Y byla mnozina
rodnych ¢isel vsech lidi v CR?

(c) R ={(a,a),(b,c),(c,d),(d,a)}, X =Y ={a,b,c,d}

(d) R4 ={{a,b),(b,b),(bc),(c,c),{d,d)}, X =Y ={a,b,c,d}

(e) X =N, Y =N, R5 je mnozina dvojic ve tvaru (z,y), kde x + 1 = y.
(f) X =Z,Y =N, Rg je mnozina dvojic ve tvaru (z,y), kde x = y.

4. Existuje takové slozené zobrazeni g o h, které je bijektivni a zdroven g neni surjektivni a h
neni injektivni? Co musi platit pro mnoziny, mezi kterymi tato zobrazeni vytvaiime?
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5. Pro mnoziny A = {a,b,c,d, e}, C = {1,2,3,4,5,6} najdéte zobrazeni f, g a mnozinu B,
pro které plati nasledujici podminky:

e f je injektivnim zobrazenim z A do B;
e ¢ je surjektivnim zobrazenim z B do C
o fog={(a,3),(b,2),(c,4),(d,3), (e, 1)} je zobrazenim z A do C.
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5 Usporadani, ekvivalence a rozklady

Pro zvladnuti kapitoly je nutnd znalost nasledujicich pojmu:

e Relaci E nazveme relaci ekvivalence pravé kdyz je reflexivni, symetricka a
tranzitivni.

e Pro prvek x € X se mnozina
[z]e ={y € X|(z,y) € E}
nazyva trida ekvivalence uréena prvkem x.

e Necht X je neprdzdnd mnoZina. Rozklad II na mnoziné X je systém
podmnozin mnoziny X, tj. II C 2%, spliujici:

1. kazda A € II je neprazdni;
2. pro kazdé A, B € I1 : pokud A # B, pak AN B = (J;

e Mnoziny A € Il se nazyvaji tiidy rozkladu II.
e Je-li E ekvivalence na X, pak systém
g ={[z]p |z € X}
je rozkladem na X (tzv. rozklad indukovany ekvivalenci E).
e Je-li II rozklad na X, pak binarni relace £ na X definované
(z,y) € En,prave kdyz [z]n = [yn
je ekvivalence na X (tzv. ekvivalence indukovand rozkladem II).
e Plati F' = Ey, all =1lg,.

e Relaci R nazveme usporddani pravé kdyz je reflexivni, tranzitivn{ a
antisymetricka.

— Relaci uspoiadani ¢asto znac¢ime dvojici (X, <) - tj. mnozina X je usporadédna relaci
<.

— Skutecnost, ze (a,b) € < bézné znacime v infixové notaci a < b.
e Prvek x je pokryty prvkem y vzhledem k uspoiddani < na X, piSeme x < y, pravé kdyz

— z <y a zaroven

— pro kazdé z plati: kdyz x < z < y pak z = x nebo z = y.
e Hasseovy diagramy [DISK1].
e Pro usporddanou mnozinu (X, <) nazveme prvek z

— minimdlni, jestlize pro kazdy y € X plati: pokud y < z, pak = =y,
— nejmenst, jestlize x < y pro kazdy y € X,
— mazimdlni, jestlize pro kazdy y € X plati: pokud =z < y, pak =z =y,

28



— nejvétdi, jestlize y < x pro kazdy y € X.
Necht (X, <) je usporadand mnozina a A C X. Definujeme

L(A) ={z € X | z <y plati pro kazdé y € A} (dolni kuZel mnoziny A),
U(A) ={z € X | z > y plati pro kazdé y € A} (horni kuZel mnoziny A).

Necht (X, <) je usporddand mnozina a A C X.

Mé-li £(A) nejveétsi prvek, nazyva se infimum mnoziny A; znacime ho inf(A).

Mé-li U(A) nejmensi prvek, nazyva se supremum mnoziny A; zna¢ime ho sup(A).

Libovolné uspoiadani (A, <) nazveme svazem, pravé kdyz pro kazdé dva prvky a,b € A
existuje sup({a, b}) a inf({a,b}) v A.

Svaz nazveme uplng, pravé kdyz pro kazdou podmnozinu B C A existuje sup(B) a inf(B)
v A.
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5.1 Ekvivalence a rozklady

1. Necht je ddna mnozina M = {1,2, 3,4} a na nf jsou definovany nasledujici relace Ry, Ro, R3, Ry.
Rozhodnéte, zda se jedna o relace ekvivalence:

o Ry ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2) (3,3),(4,4)}
Ndpovéda: Staci ovérit, zda je relace reflexni, symetricka a

tranzitivni.
o Ry ={(4,4),(1,2),(2,1)}
o R3=1{(1,2),(2,2),(1,1),(2,1)}
o Ry={(1,1),(3,4),(2,2),(1,2),(2,1),(4,4),(3,3),(4,3)}
o 5 ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(2,1),(3,2), (4,4), (3,3)}

2. Na mnoziné Z je definovana relace R nasledovné:
m R n pravé tehdy, kdyz m — n je sudé, pro m,n € Z.
Rozhodnéte, zda je relace R relaci ekvivalence.

Resent: Jelikoz pracujeme na mnoziné celych &isel, plati ze (m,n) € R pravé kdyz m a
n jsou soucasné obé suda nebo obé lichd (ovérte!). Relace je reflexivni, protoze rozdil
dvou stejnych ¢isel je vzdy roven 0. Je rovnéz symetrickd, protoze rozdil dvou sudych
(nebo lichych) éisel je vzdy sudé ¢islo nezavisle na tom, v jakém potadi je odéitdame.
Relace je i tranzitivni, protoze existuji jen 2 moznosti, jak dané ¢isla slozit:

Dle definice tranzitivity vime, ze pokud (z,y) € R A (y,z) € R, pak musi platit, ze
(x,2) € R. Je tedy ziejmé, Ze bud budou &fsla x, y, z viechna sudd, nebo vsechna
lichd (zduvodnéte). Tranzitivita nésledné plyne trividlneé.

3. Zjistéte, které z nasledujicich binarnich relaci jsou relacemi ekvivalence:

(a) relace délitelnosti na N;

(b) relace kongruence podle piirozeného modulu n na Z
(x,y€Z,neNz=y<= Iz €Z;y—x=nz);

(c) relace kolmosti piimek v roving;
(d) relace rovnobéznosti piimek v roving;

(e) relace mnozinové inkluze na potenéni mnoziné 2% mnoziny X
4. Pro nasledujici systémy mnozin na X = {a, b, ¢, d} rozhodnéte, zda se jednd o rozklady:

o I1={{a,b,c,d}};
Resend: Je rozkladem.

= {{av C}7 {b}},

Reseni: Nen{ rozkladem, protoze nenf splnéna podminka (3)
z definice rozkladu.

II = {{a}, {0}, {c}, {d}};
= {{av 6}7 {bv d}}v
IT = {{a, c}, {b}, {c}, {d}};

Resent: Nenf rozkladem, protoze nenf splnéna podminka (2)
z definice rozkladu.
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o I = {{a,b,c},{d},0}

Reseni: Neni rozkladem, protoze nenf splnéna podminka, (1)
z definice rozkladu.

5. Dopliite relace definované na mnoziné A = {1,2, 3,4} minimalnim poctem uspoiiddanych
dvojic tak, aby vysledna relace byla relaci ekvivalence. Poté najdéte jejich prislusné roz-
klady.

(a) S = {<3v4> ) <4> 2> <27 2>}
(b) Sy = {(17 2> ) <2> 3> ) <3> 2> ) <173> ’ <3’ 1> ’ <474> ) <27 1> ) <37 3>}
Resend:
E=S$U{(L1),(22)
Nyni najdeme tridy ekvivalence jednotlivych prvku:
o 1] ={1,2,3}
e 2lg=Blg =g
!
Vysledny rozklad: Il = {{1,2,3},{4}}.
Zkuste najit ekvivalenci Ery, piislusnou k rozkladu Ilz.
Plati Er, = E?

6. Pro nésledujici rozklad II na mnoziné X = {a, b, ¢, d} najdéte piislusnou relaci ekvivalence:

T = {{a,b},{c}, {d}}.
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5.2

1.

Usporadani

Pro nasledujici relace rozhodnéte, zda se jednéd o uspoiradani. Pokud ano, rozhodnéte, zda
je usporadani linearni:

. Pro usporadani z predchoziho piikladu nakreslete Hasseovy diagramy. Jak obecné vypada

Hasseuv diagram linedrniho uspoiradéani?

Necht B C N obsahuje vSechna &fsla, ktera déli éfslo 40 beze zbytku. Na B je definovéna
relace R jako usporddéni dle délitelnosti, tj. (a,b) € R pravé kdyz a|b. Nakreslete Hasseuv
diagram pro uvedenou relaci R.

Nakrselete Hassetv diagram pro relaci délitelnosti na mnoziné A, kterd je ddna nasledovné:

A={1,2,4,8,16,32,64};
A ={2,3,4,5,6,30,60};
A={2,4,6,12,24,36};
(e) A={1,2,3,5,11,13}.

Je dana relace ~ na R? nisledovné:
(a,b) =~ (c,d) praveé kdyz |ab| > |cd]|.
Ovérte, zda =~ je relaci usporadéni.

Dokazte, ze pokud relace R je uspofadanim, pak i relace R~! je
usporadanim.

Uvazujme uspofddanou mnozinu (N, |). Rozhodnéte, zda

(a) kazdd podmnozina N ma supremum,
(b) kazdd koneénd podmnozina N mé supremum,

(¢) kazdéd neprazdnd podmnozina N mé infimum.

Na mnoziné X = {1,2,3,4,6,12} méjme dénu relaci uspoiradani nasledovné:

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,6),(1,12),(2,2),(2,4),(2,6), (2,12},
(3,3),(3,6),(3,12),(4,4),(4,12),(6,6) , (6,12) , (12,12)}.

Vyctem prvkia najdéte odpovidajici relaci pokryti a nakreslete Hasseuv diagram.

Na mnoziné {1,2,3,4,5,6,7} méjme danu relaci usporad4ni:

7<177> ’ <2’ 2> ? <276> ’ (373> ? <377> ? <474> ?

Vyctem prvka urcete odpovidajici relaci pokryti R<.
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10. Existuje pokryti na mnoziné R vzhledem k prirozenému uspoiadéni <7

11. K nésledujicim relacim R;, které jsou uspofaddanim na X = {z | (z,z) € R;} nakreslete
odpovidajici Hasseovy diagramy:

(a) Ry = {{a,a),(b,b), {(c,c)};

(b) Ry = {{a,a),(b,b),({c,a),{c,b),({c.c),(d,a),(d,b),(d, c),(d,d)};

(c) Ry ={{a,a),(b,a),(b,b),(c,a),{c,b),(c,0)};

(d) Ry ={(b,a),(c,a),{d,b),(d,b) (e a),(eb),(ec),{e;d)} U Idispcde}:

Déle urcete, které prvky jsou maximdlni (minimélni), respektive nejvétsi (nejmensi). Uréte
vSechny nesrovnatelné prvky.

12. Pro Hasseuv diagram zndzornény na nésledujicim obrazku vyfeste tkoly (a) - (d):

Urcete dolni kuzely mnozin {g, h,e}, {g,i}, {k,7} a {l,7}.
Urcete horni kuzely mnozin {a,b,c}, {a,b}, {g,i} a {d, e}.
Urcete infima mnozin {d,}, {e, g}, {g,h} a {3, h}.

Urcete suprema mnozin {i,5}, {e,g}, {f,g} a {i,h}.

b

(c
(d

(a
(

~—_— — — "

13. Necht < je b&zné neostré usporadani mnoziny piirozenych ¢isel N.
Definujme relace <; a <2 na N x N pfedpisem:

o (s,t) <1 (u,v), pokud s <wuat<wv,

o (s,t) <2 (u,v), pokud s < u, nebo s = u a zéroven ¢ < v.

Dokazte, ze <1 a <9 jsou usporadani a ze <o je linearni uspoiradéni.
Népovéda: Poznamenejme, ze <5 je zndmé lexikografické uspofadani (bézné ve slovnicich).

14. Které z téchto relaci na mnoziné N? jsou uspoiddani? Které z téchto usporadani jsou

linedrni?
(a) <i:{(a,b) <; {c¢,d) praveé kdyz a < ¢ a zaroven b < d;
(b) <a: (a,b) <5 (c,d) praveé kdyz a < ¢ nebo b < d;
(¢) <s:{a,b) <3 (c,d) pravé kdyz a < ¢ nebo (a = ¢ a zéroven b < d);
(d) <4: {a,b) <4 (c,d) praveé kdyz a < ¢ a zdroven b > d.

15. Méjme relaci R na N x N takovou, ze (a,b) R (¢, d) pravé kdyz min(a,b) < min(c,d). Roz-
hodnéte, zda R je uspoiradani a jestli existuje minimélni, nejmenjsi, maximalni a nejveétsi
prvek. Déle rozhodnéte, zda pro kazdou dvouprvkovou podmnozinu existuje supremum ¢i
infimum.
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16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Zjistéte, zda existuje, a pokud ano, jaky nejmensi pocet prvku musi mit uspordadand
mnoZina M s danymi vlastnostmi (pro kazdy bod zv14st).
Pokud existuje, uved'te piiklad, pokud ne, dokazte:

(a) M obsahuje dva maximélni a dva minimdlni prvky.

(b) M obsahuje suprema vsech svych podmnozin, ale existuje
podmnozina, kterd nema infimum.

(¢) M obsahuje dva nejvétsi prvky.

(d) M obsahuje jeden minimélni, ale zadny nejmensi prvek.
Naleznéte vsechny Sestiprvkové (neizomorfni) uplné svazy.

Necht pro (A, <) plati, Ze kazd4 podmnozina A m4 supremum. DokazZte, Ze kazd4 podmnozZina
A ma také infimum.

Oznaé¢me Eq(X) mnozinu vSech ekvivalenci na mnoziné X uspofddanou mnozinovou in-
kluzi.
(a) Nakreslete Hasseuv diagram pro Fq({1,2,3}).
(b) Dokazte, ze Eq(X) je svaz.
Najdéte supremum, infimum, maximalni (nejvétsi) a minimalni (nejmensi) prvky mnoziny
M:
(a) M = {n? n € N} na uspoiddéni (N, <).
(b) M=RU {007 _00}7 pro <R7 S>
(c) M =R, pro (R, <).
(d) M =Z—N, pro (Z,<).
(e) M ={-1}U(0,5), pro (R, <).
Rozhodnéte, jaké prvky obecné odpovidaji supremu a infimu libovolné podmnoziny nésledujicich
svazové uspofadanych mnozin:
(a) (2X,C).

Regend: Infimum prvka A, B odpovids jejich praniku A N B.
sup({A,B}) = AUB.

(b) (N, ).
(¢) (N, <).

Dokazte, ze v koneé¢ném svazu vzdy existuje nejvétsi a nejmensi prvek. Je kazdy koneény
svaz Uuplnym svazem?

Mgjme svaz (X, <). Obrdzime opét svaz, pridame-li k (X, <) novy nejvétsi prvek 17 a
nejmensi prvek 07

Pro nésledujici usporadani rozhodnéte, zda se jednd svaz. Pokud ano, rozhodnéte, zda je
svaz uplny.

(a) (2X,C).
(b) (N, <).
(c) (N, ]).
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5.3 Svazy

Teorie:

e Uspordadand mnozina (X, <) se nazyva:

— svaz, pokud pro kazdou dvouprvkovou A C X existuje sup(A) a inf(A)
— tuplny svaz, pokud pro kazdou A C X existuje sup(A) a inf(A)

e Pokud (X, <) je svazem, pak X je svazové usporddani mnozina a inf a sup dvouprv-
kovych mnozin zna¢ime:

— z ANy =inf({z,y})
— zVy=sup({z,y})

Priklady:

1. Pro nasledujici Hasseovy diagramy rozhodnéte, zda se jedné o svazy:

o

o

o
o—o— o0

— G

o

e

~N

o
o— 0
o—o0C

Je svazem uspoiadani na jednoprvkové mnoziné?
2. Ovéite, zda plati nasledujici tvrzeni:

(a) Kazdd usporddand mnozina ma alesponi 1 maximalni prvek. (NE)

(b) Kazda konetnd usporddand mnozina je svazem. (NE)

(c) Ve svazu existuje vzdy nejmensi a nejvétsi prvek. (NE)

(d) Kazda konecnd linedrné usporddand mnozina je uplnym svazem. (ANO)
)

(e) Kazdéd koneénd usporddand mnozina ma nejmensi prvek, pravé kdyz na ni existuje
pravé jeden minimalni prvek. (ANO - dokazte!)

(f) Kazdy koneény svaz je tiplnym svazem. (ANO)
(g) Existuje nekone¢nd usporddand mnozina, kterd je uplnym svazem. (ANO)
(h) Kazdy konecény svaz mé vzdy nejvétsi a nejmensi prvek. (ANO)

(i) Necht X je svazové usporadand mnozina. Pro libovolnou podmnozinu A C X plati:
inf(A) <sup(A4). (NE)
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3. Které z nasledujicich svazu jsou uplnymi svazy?

(a) (N, <) (NE)

(b) (NU {0}, <) (ANO)

(c) (R,<) (NE)

(d) (RU {400, —00}, <) (ANO)

(e) {x eR|0<z<100}, <) (ANO)

(f) {zeR|0<x<100}, <) (NE)

(g) (2%, C) pro libovolnou koneénou mnozinu X # () (ANO - éemu je rovno infimum a

supremum7)
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6 Teorie grafi

Teorie:

e Neorientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V je neprazdnd mnozina tzv. vrcholi
(nékdy také uzlu) a E C {{u,v} | u,v € V,u # v} je mnozina dvouprvkovych mnozin
vrcholt, tzv. neorientovanych hran.

e Orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V je neprazdnd mnozina vrcholi(uzlu) a
E CV xV je mnozina usporadanych dvojic vrcholu, tzv. orientovangch hran.

e Sled v grafu G = (V| E) je posloupnost
Vo, €1, V1, €2, ..., En, Un,
kde v; € V' jsou vrcholy a e; € E jsou hrany a plati, ze
— ¢; = {vi_1,v;} pro i =1,...,n, je-li G neorientovany,
— ¢; = (vi—1,v;) pro i =1,...,n, je-li G orientovany.
e Cislo n nazveme délka sledu.
e Sled nazveme
— uzavieny, pravé kdyz vy = vy,
— tah, pravé kdyz se zddna hrana neopakuje,
— cesta, pravé kdyz se neopakuje zadny vrchol,

— kruznice, pravé kdyz je uzavienym tahem a kromé vrchola vy a v, jsou kazdé 2
vrcholy ruzné.

e Vzdalenost z vrcholu v do v nazveme délkou cesty z u do v, pravé kdyz je nejkratsi
moznou cestou z u do v.

e Graf nazveme souvislym, pravé kdyz existuje sled z kazdého vrcholu v do kazdého vrcholu
v.

e Hranové ohodnoceni grafu (V, E) mnozinou hodnot D je funkce w: E — D.
e Vrcholové ohodnoceni grafu (V, F) mnozinou hodnot D je funkce w: V — D.

e Kostra neorientovaného grafu G je jeho podgraf G', ktery je stromem (neobsahuje kruznice)
a obsahuje vSechny vrcholy grafu G.

e Minima&lni kostra grafu G je kostra, kterd mé ze vsech koster G’ = (V'  E’') nejmens{
hodnotu w(G"), kde

w(@)= Y w{uv})

{u,v}eE’
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e Kruskaltv algoritmus na hleddni minimalni kostry:

Vstup: souvisly neorientovanygraf G = (V, E) s n vrcholy a m hranami,
ohodnoceni w : F — R™
Vystup: mnozina hran E’ C E takovd, ze G’ = (V, E’) je minimdln{ kostra grafu G

1. setfid hrany vzestupné podle ohodnoceni, tj. utvor posloupnost e, ..., e, viech hran
z F tak, zZe
wler) < - < wlem);
2. Eh=0;i:=0;
3. dokud E; neobsahuje n — 1 hran, provadé;:

neobsahuje kruznici,

E;_ v opacném pfipadé;

=141
E;—1U{e;}  pokud (V. E; 1 Ude;})
Ei =
_Er = Eq:.

e Dijkstruv algoritmus na hledani nejkratsich cest v grafu

Problém:

— vstup: neorientovany graf ¢ = (V, E), jeho hranové ohodnoceni w : ¥ — R' (kazdé
hrané je pfitazena jeji délka), a vrchol s € V.

— vystup: pro kazdy vrchol v € V &islo d(v), které je vzdalenosti z s do v.

Dijsktriiv algoritmus

Vstup: graf G = (V, E), vrchol s ¢ V,
hranové chodnoceni w : £ — RT,
Vystup: hodnota d(v) pro kazdy v € V, d(v) je délka
nejkratsi cesty z s do v
Proménné: funkce d : V — RT, &islo m € RT,
mnoziny A, N C V
1. d(s) :==0; pro kazdy v € V — {s}: d(v) := o0; A:=V;
2. pokud neexistuje v € A takovy, ze d(v) # oo, skonéi;
3. m:=min{d(v) |[ve A}, N:={ve A|d(v)=m}; A:=A—-N;
4. pro véechny v € N, u € A takové, ze {v,u} € E: jestlize d(v) + e({v,u}) < d(u), pak
d(u) :=d(v) + e({v,u}); pokracuj krokem 2.

38



Piiklady:

1. Rozhodnéte, které z nasledujicich posloupnosti vrcholi a hran (grafu nize) jsou sledy. U
vSech sledu pak déale uréete, zda se jedna o kruznice, tahy ¢i cesty.

V1, €1, V2, €4, V4, €8, U5, €5, U1}

V3, €3, Us, €1, Us;

Us, €8, V4;

V2, €4, V4, €4, 02, €4, V4, €4, V2;

vs, €5, V1, €1, V2, €2, V3, €3, V4, €6, Us, €7, Us, €8, V4, €4, V2]

U3, €4, €3;

)
)
)
)
e) Vg, V4, €1;
)
)
)

V2, €2, U3, €3, V4, €4, V2.

2. Naleznéte minimélni kostru a nejkratsi cestu v grafu ke vSem uzlim z uzlu S.
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3. Na nésledujicim grafu naleznéte minimalni kostru a nejkratsi cestu ke vSem uzlim z uzlu

C.

4. Na nésledujicim grafu naleznéte minimalni kostru a nejkratsi cestu ke vSem uzlim ze
zvyraznéného uzlu.
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7 Kombinatorika a pravdépodobnost

7.1 Teorie

Cilem lekce neni nauceni se vzorecku, ale porozuméni kombinatorickym tdvaham!

e Pravidlo souc¢tu - Lze-li 1ikkol A provést m zpusoby a kol B lze provést n zpusoby,
pricemz zadny z m zpusobu provedeni A neni totozny s zadnym ze zpusobu provedeni B,
pak lze provést ukol A nebo B pravé m + n zpusoby.

Piiklad: Deset zdku ve tiidé jezdi do Skoly autobusem a 20 jich chodi pésky, pficemz
zédny zék neuvedl obé moznosti najednou. Kolika zpusoby lze vybrat zdka, ktery
jezdi autobusem nebo chodi pésky?

Odpovéd': 10420
Doplnujici otdzka: Co kdyby 4 zéci uvedli, Ze jezdi autobusem i chodi pésky? (26)

e Pravidlo soucinu - Lze-li ikol C rozlozit na po sobé jdouci ilohy A a B (tj. provést
C znamend provést nejdiive A a poté B) a lze-li A provést m zpusoby a B lze provést n
zpusoby, pak lze tkol C provést m x n zpusoby.

Piiklad: Kolik prvki ma kartézsky sou¢in mnozin A a B?
Odpoved: |A| - |B]

e Permutace n ruznych objektu je libovolné sefazeni téchto objektu.

— Pocet permutaci n zna¢ime P(n).
— P(n) = n! - dukaz soucésti cviceni.
Piiklad: Kolika zpusoby lze uspordadat ¢islice 1234567897

e Permutace s opakovanim je struc¢né libovolnd uspotradand k-tice z n prvku, ve které se
kazdy z n prvkia vyskytuje alesponn jednou.

— Méjme tedy dano n ruznych prvkua {pi,pe,ps,p4,...,pn} a pro kazdy prvek p; si
urc¢eme pocet vyskytu tohoto prvku - ¢(p;) € N.

— Permutace s opakovanim je libovolné usporadi téchto prvki, ve kterém se kazdy prvek
p; vyskytuje prave c(p;)-krat

— Pocet takovych usporadani je ddn hodnotou P’'(n) = c(p1)1~c(§2()7!L~)~-~c(pn)!
— Priklad: Kolika zpusoby lze uspotadat pismena ve slové jednoplosnik? (21,—22',)

e Variace - Je ddno n riznych objekti a ¢islo & < n. Variace k objekti z n je libovolny
vybér k objektu z n.

— Pocet variaci znacime V(n, k).

- Vnk)=n-(n—1)-...-(n—k+1) = (n%'k)' - dikaz soucasti cviceni.

Priklad: Kolik existuje ruznych péticifernych ¢isel sestavenych z éislic {1, 2,3, ...,9}
za piredpokladu, ze se ¢islice nemohou opakovat?

e Variace s opakovanim - znac¢ime V'(n, k)

V'(n, k) = nF - ditkaz soucdsti cvicent.
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e Kombinace & (objektu) z n (objektu) je libovolny vybér k objektu z danych n objektu,
ve kterém nezalezi na pofadi vybiranych objektu.
— Pocet kombinaci znacime (:f)
- (1) = #‘)'k' - dukaz soucasti cviceni.

— Dokazte, ze plati (Z) = (nﬁk)
¢ Kombinace s opakovanim - (Z)/

(Z)' = (”Zle) = ("ka*l) - ditkaz preskocime.

Piiklad: Kolika zpusoby 1ze rozdélit 20 vstupenek mezi 10 1idi?
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7.2

1.

Piiklady

Na turnaj ptijely 4 tymy. Kolik se bude hrat zapasu, jestlize kazdy tym bude hrat s kazdym
dalsim praveé jeden zapas?

Reseni: Vybirdme dvojici ze 4 tym1 - nesmi se opakovat a nezdlezi na potadi - kombinace
s+ (4
bez opakovani (2)

. Kolik rtiznych Sesticifernych ¢isel lze sestavit z ¢islic 1,2,37

Resent: Uréité zélez{ na pofadi a &islice se mohou opakovat - variace s opakovanim V'(3, 6)
Necht je ddno n vyrokovych symboli. Kolika zptisoby je muZeme ohodnotit 0 nebo 17?

Reseni: 2" - variace s opakovanim

.V cukrarné si lze objednat z deseti druhu zakusk, pricemz od kazdého druhu mé cukrdrna

alespon 20 kusu. Kolika zpusoby Ize koupit

(a) 4 zakusky,

Reseni: (140)/ - kombinace s opakovanim
(b) 4 ruzné zakusky?

Reseni: (140) - kombinace bez opakovani

Kolik existuje ruznych kvadru takovych, ze délka kazdé hrany (v cm) je pfirozené ¢islo z
mnoziny M = {5,2,6,9,15,56}.

Reseni: Vybirdme 3 ze 6 takovou, ze se hodnoty mohou opakovat a nezslezi na pofadi
(zdvodnéte) - kombinace s opakovanim

Kolika zptusoby je mozno na Sachovnici s 64 poli vybrat tii pole tak, aby

(a) méla stejnou barvu?
Reseni: Vybirdme trojici z 32 a na poradi ndm nezslezi - kombinace bez opakovani.
(b) nelezela vsechna v jednom sloupci?
S . (64 8
Resent: (3) -8 (3)
Méme k dispozici mnozinu éislic A = {0,3,4,5,6,9}. Kolik ruznych étyicifernych ¢isel
délitelnych péti z nich lze vytvorit,
(a) mohou-li se cifry opakovat?
Reseni: 360
(b) nemohou-li se cifry opakovat?
Reseni: 108
Kolika ruznymi zpusoby lze zamichat 32 karet?

Ve ttidé je celkem 30 déti a mezi nimi je jedna divka jménem Ema a jeden kluk jménem
Filip. Kolika zpusoby lze z této tiidy vybrat 7 déti tak, aby mezi vybranymi
(a) byla Ema?
5 s (29
Resent: ( 6 )

(b) nebyl Filip?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

S .. (29
Resent: ( 7 )
(¢) byla Ema i Filip?
(d) nebyla Ema ani Filip?

Kolik ruznych piimek uréuje 10 bodu v roviné, pokud

(a) zadné tii body nelezi na jedné piimce?
Reseni: Za danych piedpokladi musi kazdé 2 body urcovat jinou pifmku. Z toho
plyne, Ze vybirdme 2 body z 10 takové, ze nezalezi na potadi - (120).
(b) préve sest bodu lezi na jedné (stejné) piimce?

Kolik existuje ¢isel vétsich nez 700 a mensich nez 40 000, v jejichz zépise se vyskytuji
pouze cifry 2,3,4,7,8 a to kazda nejvyse jednou?

Mame krabicku pro Sest pastelek a v ni zlutou, oranzovou, ¢ervenou, modrou, zelenou a
Sedou. Kolika zpusoby 1ze pastelky

déat do krabicky?

dat do krabicky tak, aby modra a zelena byly vedle sebe?

(a
(b
(c
(d

dat do krabicky tak, aby oranzova byla na kraji?

~— — ~—

dat do krabicky tak, aby zluta a ¢ervend byly vedle sebe a Seda byla na kraji?

Zkousejici mé pripravenych 20 piikladu z aritmetiky a 30 z geometrie. Kolik ma moznosti
sestaveni ruznych zadani, pokud chce do pisemky dat

(a) 3 aritmetické a 2 geometrické piiklady?
(b) 1 aritmeticky a 2 geometrické piiklady?

Na pomaturitnim setkani po letech si ticastnici cinkli sklenicemi. Uskute¢nilo se 253 cink-
nuti. Kolik dc¢astniki bylo na setkani?

vev s

Jaka je pravdépodobnost, ze polopiimka vedend z bodu A mé s kruznici k(S; 3cm) alespon
jeden spole¢ny bod, je-li:

(a) |AS] =6em? (1/6)
(b) |AS| = 3em? (1)

V osudi je 7 ¢ervenych kouli a 10 modrych kouli. Namatkou vybereme 4 koule. Jaka je
pravdépodobnost, ze

(a) vybrané koule budou stejné barvy? (0.15)

(b) mezi nimi budou alespon 3 ¢ervené koule? (0.21)

Héazime cervenou kostkou a pak dvéma modrymi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, zZe
na Cervené kostce padne mensi ¢islo, nez na obou modrych kostkach? (0.26)

7 karetni hry o 32 kartach vytdhneme postupné 2 karty.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze druhd karta bude kral? (0.125)
(b) Jaké je pravdépodobnost, ze jsme vytahli 2 kréle? (0.012)
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Ve Sportce hrac tipuje 6 ¢isel ze 49. Sazejici ziskava 1. vyhru, pokud spravné uhodne vsech
6 losovanych ¢isel; 2. vyhru, pokud uhodne 5 é&isel; 3. vyhru, pokud uhodne 4 ¢isla a 4.
vyhru, pokud uhodne 3 ¢isla. Jakd je pravdépodobnost, ze sazejici

(a) ziskd 1. vyhru? (0.0000000715)

(b) ziska 4. vyhru? (0.0177)

(c) uhodne alesponi jedno ¢islo? (0.564)
Studenti jsou rozdéleni do tif stejné pocetnych skupin. Jistého testu se zucastnilo 40 %
studentu z prvni skupiny, 30 % studentu ze druhé skupiny a 30 % studentu ze tieti skupiny.
Vime, Ze studenti z prvni skupiny mivaji na testech dspésnost 60 %, studenti ze druhé
skupiny mivaji dspésnost 35 % a ze treti skupiny 70 %. Ucitel si ndhodné vybere jeden
test a zacne jej opravovat.

(a) Jakd je pravdépodobnost, ze opravuje tispésny test? (0.555)

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze test psal student z prvni skupiny, pokud je test dspésny?

(0.43)

Ve tiidé je 40 zdku, z toho 12 chlapci a 28 divek. Nahodné vybereme 6 zaku. Jaka je
pravdépodobnost, ze mezi vybranymi

(a) budou jenom divky?
(b) budou jenom chlapci?
(c¢) bude alespon jeden chlapec?

(d) nebude vice nez 5 divek?

Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu Sesti kostkami najednou padne

)
b) na vsech kostkach stejné ¢islo?
) na vsech kostkédch sestka?

)

na vsech kostkéach sudé ¢islo?

(e) na vsech kostkéch ¢islo vétsi nez 47

Ze 3 chlapcu a 4 divek se losuji dva hraci do hry. Prvni vylosovany bude kapitdn, druhy
kormidelnik. Jaka je pravdépodobnost, ze kormidelnikem bude divka? (0.56)

Vybereme ndhodné ¢tyfmistné piirozené ¢islo. Jakda je pravdépodobnost, Zze se v zdpisu
tohoto ¢isla vyskytuje cifra 7

_ VOIHIE10.2))

(a) pravé jednou? (P 5103

(b) alespon jednou?

(¢) na tretim misté?

V bedné je 49 vyrobku, z nichz je pouze 6 bez vady. Nahodné vytdhneme 6 vyrobku. Jaka
je pravdépodobnost, ze z vytazenych vyrobku jsou alespon ¢tyii bez vady?

Ve skladu je 800 soucastek, z toho je 20 vadnych. Jakd je pravdépodobnost, ze mezi 9-ti
nahodné vybranymi souc¢dstkami nebudou vice nez 3 vadné?

Urcete, kolik nejméné lidi je tfeba uvazovat, aby pravdépodobnost, ze alespoini dva z nich
budou narozeni ve stejny den byla > 0.5.
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Resent: Pro spravnou tdvahu je nutné si uvédomit, jakd je pravdépodobnost, ze mezi n
ndhodné vybranymi lidmi budou mit alespon dva lidé narozeniny ve stejny den? To
Ize spocitat jako dopliitkovou pravdépodobnost jevu, ze zadni dva lidi se nenarodi ve
stejny den.

365 364 365 —n+1 365!

p—1_2°2. 2= .2 T
365 365 365 365™ - (365 — n)!

Nyni lze jednoduse do rovnice dosazovat za n = {1,2,3,4,5,6,...} dokud vyslednd
pravdépodobnost nebude vétsi nebo rovna 0.5

n=>5: P=0.027

n=10: P =0.117
n=15: P =0.2529
n=20: P=0411
n=21: P=0444
n=22: P =0.4756
n=23: P =0.507
n=25: P =0.569
n=30: P=0.706
n=50: P =097
n==69: P =0.999

Vysledkem je tedy n = 23, ale proc¢?
Pouhd intuice muze ¢lovéka vést ke (Spatné) nasledujici interpretaci piikladu:
Kolik nejméné lidi je potieba uvazovat, aby pro nahodné vybranou osobu
X existovala osoba Y, ktera se narodila ve stejny den?

Nicméné, takhle zadand otdzka je Uplné jind nez ta puvodni, jelikoz v této otdzce se
zabyvame pouze pripady, které porovnavaji dny narozeni n lidi s jednim konkrétnim
(X) dnem. V puvodnim piikladu se ale ve skupiné lidi porovndvaji vSechny mozné
(nejen) dvojice dntut narozeni, a tedy zkoumédme minimélné (223

nez 365/2).

) = 253 moznost{ (vice
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